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Resumen

En este articulo se analizan los significados de la proporcionalidad puestos en juego en la resolucion
de una tarea de juego justo por parte de un grupo de 62 estudiantes espafioles de segundo y tercer
curso de Educacion Secundaria Obligatoria. La metodologia es cualitativa basada en un analisis de
contenido de las resoluciones de los estudiantes. Se identifican categorias emergentes segun los
rasgos comunes en las préacticas del estudiantado, asi como los significados de la proporcionalidad
que involucran. Entre los resultados, destaca la presencia de resoluciones que muestran un significado
fundamentalmente cualitativo de la proporcionalidad, lo que incide en la correccion de las
resoluciones presentadas. Por tanto, se hace necesario profundizar y disefiar propuestas de ensefianza
que fomenten el razonamiento proporcional en situaciones relacionadas con la probabilidad en
educacion secundaria.

Palabras clave: Probabilidad, significados de la proporcionalidad, enfoque ontosemiético, juego
justo, Educacion Secundaria.

Resumo

Este artigo analisa o significados de proporcionalidade postos em jogo na resolugdo de uma tarefa de
jogo limpo por um grupo de 62 alunos espanhdis do segundo e terceiro anos do Ensino Secundario
Obrigatorio. A metodologia é qualitativa, baseada numa analise de contetdo das resolucdes dos
alunos. As categorias emergentes sdo identificadas de acordo com as carateristicas comuns nas
praticas dos alunos, bem como o0s raciocinios proporcionais envolvidos. Entre os resultados,
destacamos a presenca de resolugdes que evidenciam um significado fundamentalmente qualitativo da
proporcionalidade, que afecta a correcdo das resolucdes apresentadas. Portanto, é necessario
aprofundar e conceber propostas de ensino que incentivem o raciocinio proporcional em situagdes
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relacionadas com a probabilidade no ensino secundario.
Palavras-chave: Probabilidade, significados de proporcionalidade, abordagem ontosemiotica, jogo
justo, ensino secundario.

Abstract

This paper analyzes the proportional and meanings of proportionality put into play in the resolution of
a fair game task by a group of 62 Spanish students in the second and third year of Compulsory
Secondary Education. The methodology is qualitative based on a content analysis of the students'
resolutions. Emerging categories are identified according to the common features in the students'
practices, as well as the proportional reasoning involved. Among the results, the presence of
resolutions that show a fundamentally qualitative meaning of proportionality stands out, which affects
the correctness of the resolutions presented. Therefore, it is necessary to deepen and design teaching
proposals that encourage proportional reasoning in situations related to probability in secondary
education.

Keywords: Probability, meanings of proportionality, ontosemiotic approach, fair game, Secondary
Education.
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1. INTRODUCCION

La habilidad de comprender y analizar fendmenos probabilisticos en Educacion Secundaria es clave
para alcanzar la formacion integral del alumnado (Batanero et al., 2016). El estudio de la probabilidad
es esencial, ya que permite relacionar acontecimientos y sacar conclusiones fundamentadas a partir de
datos o situaciones del entorno (Rubio-Chueca et al., 2021), desarrollando asi un pensamiento mas
consciente, informado y critico con la realidad que lo rodea (Batanero et al., 2016).

Estudios previos, como los sintetizados en Batanero y Alvarez-Arroyo (2024), han reconocido
dificultades en la comprension de la variabilidad, el calculo y la comparacion de probabilidades, las
caracteristicas de los procesos aleatorios y las relaciones entre eventos, evidenciando errores ligados a
la insensibilidad al tamafio de la muestra, la falacia de la tasa base, la representatividad, la correlacion
ilusoria y la confusion entre sucesos dependientes e independientes.

Un menor namero de estudios se ha centrado en las dificultades que surgen al resolver tareas de juego
justo o equitativo, destacando la influencia de creencias y experiencias personales (Batista et al.,
2022), asi como la introduccién de factores externos como trampas, la igualacién de premios en
juegos con probabilidades desiguales, la necesidad de muchas partidas para conseguir un juego
equitativo -obviado la independencia de sucesos-, o la consideracién de que todos los juegos

aleatorios son justos (Cariizares et al., 1999).
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Diversas investigaciones muestran que detrds de gran parte de los errores conceptuales y
procedimentales en el dmbito de la probabilidad, estd un razonamiento proporcional insuficiente
(Begolli et al., 2021; Boyer y Levine, 2015; Bryant y Nunes, 2012; Van Dooren, 2014). Esto puede
venir motivado, tanto por la complejidad intrinseca a la modelizacion de situaciones probabilisticas
(similitud fisica entre espacios de medida, naturaleza intangible de la probabilidad) que se ve
obstaculizada por las intuiciones, sesgos o concepciones erroneas previas de los estudiantes, como por
la estrecha conexion de las nociones de azar y proporcion (Supply et al., 2023). El razonamiento
proporcional es un componente clave del razonamiento probabilistico, que aparece involucrado en el
analisis del espacio muestral, el calculo y la comparacion de probabilidades, el estudio de variables
aleatorias, asi como en la comprension y la aplicacion de correlaciones (Begolli et al., 2021; Bryant y
Nunes, 2012). Conocer las razones, proporciones y la proporcionalidad es un aspecto fundamental del
curriculum escolar, que comienza en Educacion Primaria y se desarrolla més en profundidad durante
la Educacion Secundaria, abarcando diferentes areas dentro de la disciplina matematica (nimeros,
funciones, geometria, medida, probabilidad) y fuera de ella (Burgos, 2023). Se entiende por razon la
comparacion multiplicativa entre dos cantidades y por proporcion la igualdad entre dos razones. La
proporcionalidad establece una relacion multiplicativa entre cantidades de magnitudes que queda
modelizada por la funcion lineal (Burgos, 2023). Puesto que las estrategias que emplean los
estudiantes para resolver un problema se ven influenciadas por el contexto, es fundamental investigar
situaciones que permitan a los estudiantes desarrollar su razonamiento proporcional en el &mbito de la
probabilidad, ya que la probabilidad promueve una forma de razonar distinta a otras ramas de las
matematicas (Borovenik y Kapadia, 2014; Supply et al., 2023).

Numerosas investigaciones han contemplado la presencia del razonamiento proporcional en la
resolucion de tareas de comparacion de probabilidades en contexto de urnas (Hernandez-Solis et al.,
2021, 2023), en tareas de juego equitativo y en la construccion del espacio muestral (Hernandez-Solis
et al., 2021; Supply et al., 2023) mientras son muy escasas aquellas que contemplan tareas de valor
faltante o de reparto en el contexto probabilistico (Supply et al., 2023). Ademas, estas investigaciones
tienen lugar con estudiantes que aun no han recibido instruccion formal sobre proporcionalidad o
probabilidad.

Para llevar a cabo este andlisis, se ha elegido el Enfoque Ontosemidtico del conocimiento y la
instruccion matematica (EOS), ya que permite observar con detalle los significados matematicos que

construyen los estudiantes al resolver una tarea. Este enfoque ofrece herramientas que ayudan a
3
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identificar no solo objetos y procesos matematicos que intervienen, sino también como los estudiantes
los interpretan segin el contexto. A diferencia de otras teorias, el EOS permite analizar de forma
conjunta lo cognitivo y lo didactico, aportando una vision mas completa de la actividad matematica
en el aula.

El objetivo de este estudio es analizar el razonamiento proporcional puesto en practica por estudiantes
de Educacion Secundaria Obligatoria (ESO) al resolver una tarea de juego justo. La tarea propuesta
planteaba tres distintas situaciones relacionadas con juegos de azar, en las que se solicita establecer un
juego justo utilizando los principios de proporcionalidad: en las primera dos situaciones, se pedia
establecer el premio dadas unas determinadas probabilidades de ganar para cada jugador; en la
tercera, se pedia determinar los sucesos favorables a cada jugador conocido previamente el premio.

2. MARCO TEORICO

2.1. Significado pragmatico en el Enfoque Ontosemiotico

El Enfoque Ontosemiético (EOS) es un sistema tedrico que, a partir de presupuestos antropoldgicos y
semioticos sobre la naturaleza de las matematicas, proporciona herramientas para el analisis
epistémico y cognitivo de la actividad matematica (Godino, 2024).

El EOS interpreta el significado de los objetos matematicos, como puede ser la proporcionalidad o la
probabilidad, desde un punto de vista pragmatico, esto es, en términos de los sistemas de practicas
operativas y discursivas que se ponen en juego en la resolucion de situaciones-problema (Godino et
al., 2019) por una persona (significado personal) o institucion (significado institucional). Se considera
practica matematica a toda actuacion o expresion realizada por alguien para resolver problemas
matematicos, comunicar a otros la solucion obtenida, validarla o generalizarla a otros contextos. En
estas practicas intervienen objetos matematicos primarios que se clasifican segun su funcién y
naturaleza en las siguientes categorias (Godino et al., 2019): situaciones-problema (aplicaciones
extra-matematicas o intra-matematicas), lenguajes (términos, expresiones, notaciones, graficos) en sus
diversos registros (escrito, oral, gestual, etc.), conceptos (introducidos mediante definiciones),
proposiciones (enunciados sobre conceptos), procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de
calculo) y argumentos (enunciados usados para justificar las proposiciones y validar los

procedimientos). Estos objetos interactdan en la actividad matematica por medio de los respectivos
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procesos de comunicacion, problematizacion, definicion, enunciacion, algoritmizacion vy

argumentacion, formando configuraciones ontosemidticas de practicas, objetos y procesos.
2.2. Significados de la proporcionalidad

En el marco del EOS, el estudio de la proporcionalidad puede abordarse considerando los distintos
significados que adquiere este concepto, en funcién de los objetos y procesos matematicos
implicados, particularmente aquellos de naturaleza algebraica, tal como lo sefialan Burgos y Godino
(2020):

- Significado aritmético de la proporcionalidad. Implica el uso de célculos aritméticos como la
suma, resta, multiplicacion o divisién. Se trabaja Unicamente con valores numéricos sin
utilizar conceptos, variables o expresiones algebraicas. Se centra en la identificacion de la
razon de proporcionalidad entre los elementos u objetos.

- Significado proto — algebraico de la proporcionalidad. Enfocado en aplicar conceptos de
proporcion entre magnitudes, razon unitaria o igualdad de razones y en resolver ecuaciones
simples (de una sola incognita). La resolucion se realiza por reduccion a la unidad, utilizando
fracciones equivalentes y procedimientos aritméticos, como productos cruzados entre
fracciones la formacion de una ecuacion proporcional o reglas de tres. Se plantea una ecuacion
y se opera con fracciones equivalentes siguiendo procedimientos de tipo aritmético. También
se incluyen aqui los procedimientos que plantean secuencias de nimeros proporcionales y su
representacion en tablas de proporcionalidad.

- Significado algebraico funcional de la proporcionalidad. Implica formular y resolver
funciones lineales, dejando de lado la aritmética y centrandose en el algebra, obteniendo una
relacion de proporcionalidad entre dos variables estableciéndose la razén de proporcionalidad
conforme a una formula del tipo y = kx; siendo k la constante de proporcionalidad. Se
emplean tablas de proporcionalidad lineal. Se expresa una relacion funcional proporcional

entre dos magnitudes.

En Burgos et al. (2022) se determina otro significado parcial de la proporcionalidad, previo a los
anteriores:
- Significado intuitivo de la proporcionalidad. Implica argumentar de forma cualitativa,

comparando y analizando relaciones, determinando si existe una proporcionalidad de tipo
5
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directa o de tipo inversa. Se trata de determinar la proporcionalidad de manera informal
mediante la intuicién guiada por el conocimiento, el sentido y la experiencia. No implica uso

de lenguaje.
3. METODOLOGIA

El trabajo de investigacion se llevo a cabo utilizando una metodologia esencialmente cualitativa, por
un lado, basada en un analisis de contenido (Cohen et al., 2011) de las resoluciones del alumnado, por

otro, basada en una valoracion del grado de correccion de tales resoluciones.
3.1. Contexto y participantes

En este estudio han participado tres grupos de estudiantes de un instituto publico de Educacién
Secundaria (ESO) de la Ciudad Auténoma de Melilla. Los resultados se recogieron durante el periodo
de practicas del Master Universitario en Profesorado de Ensefianza Secundaria Obligatoria y
Bachillerato, Formacion Profesional y Ensefianzas de Idiomas de una de las autoras.

Se contd con la participacion voluntaria de un total de 62 alumnos, 32 chicos y 30 chicas, que
resolvieron la tarea propuesta. De ellos, 47cursaban 2° de la ESO (con edades comprendidas entre los
13y los 14 afios) y 15 cursaban 3° de ESO (entre 14 y 15 afios).

Los datos consistieron en la resolucion individual en aula durante el desarrollo del tema
correspondiente a probabilidad de la tarea presentada en el siguiente apartado. Cabe destacar que la
tarea fue propuesta después de haber explicado la unidad de probabilidad en la cual se abordaron
conceptos clave como experimentos aleatorios y deterministas, espacio muestral y se mostraron al
estudiantado distintas representaciones para identificar el espacio muestral. Ademas, se explicé en
qué consisten los sucesos (elementales, compuestos, imposibles, seguros, compatibles e
incompatibles). Posteriormente, se abordo el calculo de la probabilidad, explicando la frecuencia
relativa, la Ley de los grandes numeros, y la regla de Laplace. Para consolidar estos conceptos, se
realizaron varias actividades practicas relacionadas con cada uno de los temas, en cumplimiento con

lo establecido en el curriculo para 2°y 3° de ESO.
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3.2. Tarea

La tarea disefiada para este trabajo de investigacion es la descrita en la Figura 1 y esta inspirada en
Burgos et al. (2022).

Figura 1
Tarea propuesta a los estudiantes sobre juego justo

Consideramos el juego de lanzar a la vez dos dados de 6 caras numeradas del 1 al 6
v calculamos la diferencia entre los resultados (restando el menor al mayor). Se trata
de establecer reglas para que el juego sea justo.

® Situacion a). Luis y Nour deben establecer el premio, habiendo decidido que Luis
gana cuando la diferencia es par y Nour gana cuando la diferencia es impar.
¢Cudnto deberian ganar respectivamente Luis y Nour para que el juego fuera
Justo? Explica tu respuesta.

e Situacion b). Amiray Carlo establecen que Amira gana cuando la diferencia es 0
o 1, mientras Carlo gana cuando la diferencia es 2, 3, 4, 5. ;Cudl deberia ser el
premio de Amira y cual el premio de Carlo para que el juego sea justo? Explica
tu respuesta.

e Situacion c). Salomon y Yasmina deben determinar cuando gana cada uno de
ellos, habiendo establecido previamente que cada vez que Salomon gana recibe 1
euro y cada vez que Yasmina gana recibe 2 euros. ;Cudndo deberia ganar
Salomén y cuando deberia ganar Yasmina para que el juego sea justo? Explica
tu respuesta.

En esta tarea se proponen tres situaciones distintas, en un contexto de juego justo, que involucran el
razonamiento proporcional. Un juego de azar es justo si se asegura que ninguin jugador tiene ventaja,
es decir, si la ganancia esperada es la misma para todos los jugadores. Si en cada partida todos los
jugadores tienen la misma probabilidad de ganar, el juego es justo cuando estos obtienen la misma
cantidad en caso de salir premiados. Si las probabilidades de ganar de los jugadores no son todas
iguales, o si la ganancia no es la misma en cada caso, el juego es equitativo sélo cuando el producto
de la probabilidad de ganar por la cantidad que se obtiene como premio es igual para todos ellos. Es
decir, cuando la cantidad que reciben es inversamente proporcional a la probabilidad de éxito.

A continuacién, se presentan las resoluciones esperadas a priori para cada situacion de la tarea
propuesta (Figura 1). En la Tabla 1 aparece el espacio muestral correspondiente al lanzamiento de dos
dados. Después, en la Tabla 2, se relacionan los valores de la resta con los posibles resultados

asociados en el lanzamiento de los dados.
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Tabla 1
Espacio muestral al lanzar dos dados de 6 caras numeradas del 1 al 6
Dados 1 2 3 4 5 6
1 1,1) (1,2) (1,3) 1,4) (1,5) (1,6)
2 (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
3 (3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)
4 4,1 4,2) (4,3) (4,9 (4,5) (4,6)
5 (5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)
6 (6,2) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)
Tabla 2
Posibles resultados obtenidos al calcular la diferencia de los dos dados y su probabilidad
Resta Posibles resultados Probabilidad
0 (1,1) (2,2) (3,3) (4,4) (5,5) (6,6) 6/36
1 (2,1) (1,2) (3,2) (2,3) (4,3) (3,4) (5,4) (4,5) (6,5) (5,6) 10/36
2 (1,3) (3,1) (2,4) (4,2) (3,5) (5,3) (4,6) (6,4) 8/36
3 (1,4) (4,2) (2,5) (5,2) (3,6) (6,3) 6/36
4 (51,5) (5,1) (2,6) (6,2) 4/36
5 (1,6) (6,1) 2126

A continuacion, se describen las resoluciones esperadas por cada situacién indicada en la tarea.

- Situacién a). Si Luis gana cuando la diferencia es par, entonces su probabilidad de ganar es

P (gana Luis) = P(0) + P(2) + P(4) = 5 Si Nour gana cuando la diferencia es impar, su

probabilidad de ganar es P(1) + P(3) + P(5) = g Dado que la probabilidad de ganar de

ambos jugadores es la misma, para que el juego sea justo, el premio deberia ser el mismo para

cada jugador, por ejemplo, 1€ si la diferencia es par y 1€ si es impar.

16

- Situacién b). Si la probabilidad de ganar de Amira es P (gana Amira) = P(0) + P(1) = e

y la probabilidad de ganar de Carlos es P (gana Carlos) = P(2) + P(3) + P(4) + P(5) =
g una posible estrategia para encontrar los premios es igualar la esperanza:

P(gana Carlos) - Premio(Carlos) = P(gana Amira) - Premio(Amira). Por ejemplo, si

se establece 1 € para el premio de Carlos, entonces para determinar el premio de Amira se

.z 20 16 . . . . 7
plantea la ecuacion: 30 % 1€ = 3¢ X Premio (Amira). Resolviendo la ecuacion, se

obtiene que Premio (Amira) = 1,25€
- Situacion c). Dado que los premios son diferentes, las probabilidades de ganar de Salomon y
Yasmina deben ser diferentes para que el juego sea justo. Si el premio de Salomon es la mitad

8
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que el de Yasmina, entonces los casos favorables a Salomon deberan ser el doble de los casos
favorables a Yasmina, o equivalentemente, la probabilidad de que gane Salomon debera ser el
doble de la probabilidad de que gane Yasmina. Entonces de todos los sucesos posibles, la
tercera parte debe ser favorable para Yasmina y el otro 2/3 para Salomén. Hay que encontrar
entonces una de las varias combinaciones de sucesos que haga posible esto, por ejemplo: si

Salomon gana cuando la diferencia es 0, 1 0 2, los casos favorables a Salomén serédn 24 y la

probabilidad de que gane Salomoén seria P (ganar Salomoén) = % . Yasmina deberia ganar

cuando la diferencia fuese 3, 4 0 5, siendo 12 los casos favorables a Yasmina, y por tanto

P (gana Yasmina) = ﬁ.

3.3. Andlisis de datos

Para analizar los datos se han identificado cuatro unidades de analisis en la resolucion de cada
estudiante. Una primera unidad de anélisis, indicada como exploracion inicial, es la que identifica el
espacio muestral y la probabilidad de cada suceso posible. A continuacidn, se analizan tres unidades
correspondientes a las situaciones a), b) y c) planteadas en la tarea. Para cada una de ellas, se realiza
un analisis de contenido, identificando estrategias de resolucién y agrupandolas en categorias
emergentes descritas en el apartado 4.1. Estas categorias se relacionan explicitamente con los
significados de la proporcionalidad presentados anteriormente: intuitivo, aritmético y proto-
algebraico, siempre y cuando el razonamiento proporcional se haya presentado en la resolucion.
Posteriormente, se valora el grado de correccién de cada unidad de anélisis con un valor entero entre
0y 2, establecido a priori como descrito a continuacién. En términos generales, para cada situacion
(no en la exploracion inicial), se considera que el establecimiento de una relacion cualitativa inversa
permite alcanzar 1 punto, mientras se necesita identificar y justificar de manera aritmética o proto-
algebraica el resultado para obtener 2 puntos.

Para la exploracion inicial:

- 0. Para aquellas resoluciones que no llegan a construir el espacio muestral completo, o en el
caso de que las respuestas dadas presentan errores en la construccion del espacio muestral o en
el célculo de las probabilidades.

- 1. Para aquellas resoluciones que construyen de manera correcta el espacio muestral, pero

luego no calculan las probabilidades de cada uno de los sucesos posibles.
9
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2. Para aquellas resoluciones que construyen correctamente el espacio muestral y calculan

correctamente las probabilidades.

Para la situacion a):

0. Cuando no se presenta la resolucion, o esta es incorrecta o no concluyente.

1. Para aquellas respuestas que indican la necesidad de igualar los premios, pero sin
justificacion adecuada basada en el célculo de las probabilidades o para aquellos casos en los
que se determina correctamente la probabilidad de cada jugador, pero no el premio ni la
relacion entre ellos.

2. Para aquellas resoluciones correctas y en las que se justifica el resultado, es decir se
establece de manera explicita la igualdad de las probabilidades de los jugadores y entonces la
necesidad de igualar los premios, aun cuando no se proporciona una cuantia concreta para 10s

premios.

Para la situacion b):

0. Cuando no se presenta la resolucion, o esta es incorrecta o no concluyente.
1. Para aquellas resoluciones en las que se calcula la probabilidad y establece la relacién de
proporcionalidad inversa de manera cualitativa, pero no se razona y/o no se determina el
premio correspondiente a cada jugador ni se indica la razon entre los premios.
2. Para aquellas resoluciones en las que se responde de forma adecuada, se justifica y se

determina el premio para cada jugador o se indica explicitamente la razon entre los premios.

Para la situacion c):

0. Cuando no se presenta la resolucion, o esta es incorrecta o no concluyente.

1. Para aquellas resoluciones en las que se establece una relacién de proporcionalidad inversa
cualitativa entre las veces que debe ganar cada jugador, pero no se llega a determinar cuando
debe ganar cada jugador.

2. Para aquellas resoluciones correctas en las que se indica explicitamente la razon entre los
premios y entonces entre las probabilidades de ganar de cada jugador y se indica cuando debe

ganar cada jugador.
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El proceso de definicion y refinamiento de estas categorias, las emergentes para las estrategias, como
las a priori para la valoracion de la correccion, ha sido llevado a cabo de manera ciclica y conjunta
por las autoras de este articulo en reuniones presenciales y periodicas, buscando siempre un consenso
razonado en los casos en los que se presentaban dudas respecto a la asignacion de una resolucion
dentro de una determinada categoria, lo que llevaba en ocasion a una redefinicion del sistema de

categorias y a otro ciclo de revision del analisis.
4. RESULTADOS
4.1. Estrategias de resolucion

En el andlisis de las resoluciones de los estudiantes, se han identificado diversas categorias
emergentes que reflejan las estrategias utilizadas para abordar la tarea propuesta. Estas categorias se
presentan a continuacion en orden segun el grado de correccion y, luego, de los significados de la
proporcionalidad, lo cual nos permite situar las respuestas en los distintos grados de generalidad y
formalizacidn de los procesos matematicos (del mayor al menor).
Para la exploracion inicial, identificamos las siguientes categorias:

- Célculo Probabilidad. Esta categoria agrupa las resoluciones en las que los estudiantes
calculan correctamente la probabilidad de cada suceso. Aungque no todos los estudiantes
muestran explicitamente la construccion del espacio muestral con representaciones como las
mostradas en las Tablas 1y 2 (como los ejemplos mostrados en la Figura 2a 'y 2b).

- Solo Espacio Muestral. Esta categoria agrupa a aquellas resoluciones en las que los
estudiantes determinan el espacio muestral, ya sea de forma completa o incompleta, pero no

calculan las probabilidades de cada uno de los sucesos (Figura 2c).
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Figura 2
Resoluciones de estudiantes en la exploracion inicial con identificacion de la categoria

correspondiente
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Sin célculo de probabilidades
Tabla 3
Frecuencia y porcentaje de respuestas por categorias en la exploracién inicial
Categorias Frecuencia Porcentaje
Célculo probabilidad* 39 62,90%
Solo espacio muestral 12 19.36%
Sin respuesta 11 17,74%

*Categorias de resoluciones correctas.

Para la situacién a) se describen las siguientes categorias:
- Aligual probabilidad igual premio. Esta categoria corresponde a las resoluciones en las que se
argumenta que, dado que los dos jugadores tienen la misma probabilidad de ganar, deben

recibir el mismo premio para conseguir un juego justo. Por ejemplo, en la respuesta dada por
. .. . 18 18 . -
el estudiante A40 se indica: “Luis = 30 Y Nour = —. Deberian ganar los dos lo mismo, 5

euros cada uno, por ejemplo”. Esta estrategia se asocia con un significado aritmético de la
proporcionalidad, ya que se reconoce una relacién de igualdad entre parejas de cantidades de
la misma magnitud: si las probabilidades son iguales, entonces los premios deben ser también
iguales. Sin embargo, en casos puntuales, aunque manejan la idea basica de proporcién, no
realizan explicitamente el calculo de las probabilidades ni se utilizan expresiones aritméticas.

Es el caso de los estudiantes A39: “Deberian ganar los dos lo mismo” y A61: “Los dos

12
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deberian ganar lo mismo. Los dos deberian ganar 2€”; que se asocian con un significado
intuitivo de la proporcionalidad.

- Aigual sucesos, igual premio. A esta categoria pertenecen las resoluciones en las que los
estudiantes argumentan que, dado que los jugadores tienen el mismo nimero de sucesos
favorables, el premio debe ser el mismo para ambos. Aunque no se menciona explicitamente
el concepto de probabilidad, se asume que la igualdad en los sucesos favorables implica que
las probabilidades de ganar son iguales. Por ejemplo, el estudiante A22 menciona que, si los
sucesos favorables son iguales para cada jugador, entonces el premio debe ser el mismo: “Luis
18 veces y Nour igual, o sea, ambos ganarian 10€”. Este tipo de razonamiento se asocia con
un significado aritmético de la proporcionalidad.

- Célculo de probabilidad, no premio. A esta categoria pertenecen las resoluciones en donde los
estudiantes calculan correctamente la probabilidad de ganar de cada jugador, pero no vinculan
este calculo con la determinacion de un premio. Un ejemplo seria la respuesta del alumno
A27, donde se determina que los dos jugadores tienen la misma probabilidad de ganar, pero

no se establece el premio, ni se razona diciendo que, a igualdad de probabilidades de ganar,

igual premio. “P(Luis) = P(0) + P(2) + P(4) = g ; P(Nour) =P(1)+ P(3) + P(5) =
g Este tipo de resoluciones no evidencia presencia de razonamiento proporcional.

- Caélculo de probabilidades incorrecto, no premio. En esta categoria se agrupan las
resoluciones en las que los estudiantes realizan un calculo incorrecto de las probabilidades y

no asignan un premio a los jugadores. Por ejemplo, el estudiante A55 no consigue calcular las

10

probabilidades correctamente y luego no responde ni determina ningiin premio “P(par) = 3

8

impar) = =" j imi i dNeo, i
P(imp % Reflejan un conocimiento incompleto o erréneo, lo que sugiere que los

estudiantes atn no han alcanzado un dominio adecuado del céalculo de las probabilidades o de
su relacion con otros conceptos matematicos. Este este tipo de resoluciones no se presenta

razonamiento proporcional.

En la Tabla 4 observamos la frecuencia de cada una de las categorias identificadas en las respuestas
dadas a la situacién a). Vemos que la mayoria de las resoluciones (40,32%) corresponden a la

categoria “a igual probabilidad, igual premio”. Ademas, destacamos un gran nimero de resoluciones
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que pertenecen a la categoria “sin respuesta”, y este porcentaje aumenta respecto a la exploracion

inicial, con un 24,19% de respuestas en blanco.

Tabla 4
Frecuencias y porcentajes de respuestas por categorias de la situacion a)
Categoria Frecuencia Porcentaje Significados de la proporcionalidad
A igual probabilidad, igual premio* 25 40.32% Aritmético 23
Intuitivo 2
A igual sucesos, igual premio* 4 6.45% Aritmético 2
Intuitivo 2
Caélculo probabilidades, no premio 6 9.67% Ausente
Célculo de probabilidades incorrecto 6 9,67% Ausente
No Concluyente 6 9.67% Ausente

Sin respuesta 15 24,19%

*Categorias de resoluciones correctas.

Categorias descritas para la situacion b):
- Relacion de proporcionalidad inversa. A esta categoria pertenecen las resoluciones que
establecen correctamente una relacion de proporcionalidad inversa entre la probabilidad de

. . « . 16 20 16/50 1€

ganar y el premio. El estudiante A46: “ P(Amira) = —; P(Carlos) = —; sg72= —; X =
36 36 /36 X

% ; Premio Amira = 1€ y Premio Carlos = %” responde aplicando reglas de tres.

También se incluyen aqui aquellas resoluciones en las que los estudiantes igualan la esperanza

de ganar de cada jugador planteando ecuaciones. Un ejemplo de ello es la resolucién dada por

el estudiante A58 que plantea la ecuacion de ganancia: “P(0,1) = 5; P(2,3,45) = g; g *
0,5 = 2, x ; X =0,4”. Este tipo de razonamiento se relaciona con el significado proto-

36

algebraico de la proporcionalidad, donde se emplean férmulas y relaciones algebraicas para
formalizar el célculo de probabilidades y premios.

- Relacion proporcional inversa intuitiva-cualitativa. En esta categoria se agrupan las
resoluciones en las que los estudiantes establecen una relacién inversa entre la probabilidad de
ganar y el premio, de manera cualitativa, sin especificar valores concretos. Estas respuestas
reflejan que, para que el juego sea justo, si la probabilidad de ganar de un jugador es mayor,
entonces su premio debe ser menor para que el juego sea justo. Este tipo de razonamiento
puede vincularse con el significado intuitivo de la proporcionalidad, que implica la

comparacion cualitativa de relaciones sin necesidad de formalizar con célculos. Un ejemplo de
14
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ello es la respuesta del estudiante Al que calcula la probabilidad que tiene de ganar cada

jugador, pero después no justifica ni determina el premio: “P(A4) = g = 44%; P(B) = 2 =
56%; Amira deberia obtener mayor premio que Carlos, ya que hay menos posibilidades de

que salga 0 o 1. Otro ejemplo, es la respuesta del estudiante A6: “Amira tiene una posibilidad
de ganar de g mientras que Carlos 2 asi que el premio debe ser mas alto para Amira ya que

tiene menos posibilidades de ganar”.

- Relacion aditiva (comparacion). En esta categoria se incluyen resoluciones en las que los
estudiantes asignan un premio para cada jugador basandose en una comparacion aditiva entre
probabilidades o casos favorables. En lugar de vincular la probabilidad con el premio de
forma proporcional, se establece la asignacion del premio a partir de la diferencia (suma o
resta) entre las probabilidades o entre los casos favorables, pero la accién es la misma desde
distintos puntos de vista. Lo que hacen es comparar probabilidades para justificar la diferencia
en los premios. Un ejemplo de ello seria la resolucién del estudiante A25, que tras calcular la

probabilidad de ganar de cada jugador, notando una diferencia de 4 en los casos favorables
(entre 16 y 20), determina los premios replicando esta diferencia: “Amira §Carlos g entonces
Amira 19€ y Carlos 15€”. Otro ejemplo es la respuesta del estudiante A34, que compara las

probabilidades indicando que Amira debe recibir un premio mayor de § respecto al otro

jugador, debido a que su probabilidad de ganar es menor en esa misma cantidad: “Amira g

20 . 1 . . .
Carlos v Amira debe ganar 5 mas de premio con respecto a Carlos, ya que Carlos tienen un

20 .p- . 15 f . 4
gde probabilidad de ganar y Amira un pvs lo que es una diferencia de -

Cabe destacar que, dentro de esta categoria, se identifican dos tipos de magnitudes utilizadas
para justificar la asignacién de los premios: una basada en la diferencia de probabilidades, y
otra en la diferencia de casos favorables, como se observa en los ejemplos de los estudiantes
A34 y A25, respectivamente.

- Relacion de proporcionalidad directa intuitiva-cualitativa. En esta categoria se encuentran
aquellas resoluciones en las que los estudiantes establecen una relacion de proporcionalidad
directa cualitativa entre la probabilidad de ganar y el premio. Por ejemplo, el estudiante A17

que determina que: “Carlos se llevaria un poco mas que Amira porque Carlos tiene mas

15
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probabilidad”. Este razonamiento refleja un significado intuitivo de la proporcionalidad y
ademas incorrectamente directa, ya que no se cuantifica.

- Célculo de probabilidades incorrecto e incompleto. Esta categoria engloba las respuestas en
las que los estudiantes calculan incorrectamente la probabilidad de ganar de cada jugador y no
determinan el premio. Un ejemplo seria la respuesta del estudiante A13 que se equivoca al

calcular la probabilidad de ganar que presenta cada jugador y luego no determina el premio

“P(Amira) = % =52% ; P(Carlos) = g = 48%”. Estas respuestas presentan una

comprension incompleta de los procesos probabilisticos y ausencia de razonamiento

proporcional.

En la Tabla 5 se observa que en esta situacion predomina el uso de los significados intuitivo y
aritmético de la proporcionalidad. Sin embargo, destaca que cuatro estudiantes muestran un
significado proto-algebraico de la proporcionalidad, lo que evidencia mayor formalizacion en sus
estrategias de resolucion. En concreto, tres de ellos (A36, A38 y A46) aplican la regla de tres para
establecer relaciones de proporcionalidad inversa, mientras que el cuarto (58) plantea una ecuacién de
ganancia, evidenciando una comprension mas estructurada del problema basada en las relaciones

entre variables.

Tabla 5
Frecuencia y Porcentaje de respuestas por categorias en la situacion b)

Significado de la

Categoria Frecuencia Porcentaje . .
proporcionalidad

Relacion de proporcionalidad inversa* 4 6,45% Proto-algebraico
Relacion proporcional inversa intuitiva-cualitativa 11 17,74% Intuitivo
Relacion aditiva (comparacion) 6 9,68% Aritmético
Relacion de proporcionalidad directa intuitiva- 2 3,23% Intuitivo
cualitativa
Caélculo de probabilidades incorrecto e incompleto. 12 19,35% Ausente
No concluyente 10 16,13% Ausente
Sin respuesta 17 27,42%

*Categoria de resoluciones correctas.

A continuacion, describimos las categorias relacionadas con la situacion c) derivadas del analisis de

contenido de las producciones de los estudiantes:
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Relacién de proporcionalidad inversa ganancia-probabilidad de éxito. En esta categoria se
agrupan las resoluciones dadas por aquellos estudiantes que, partiendo de la informacion sobre
los premios, deducen como deben repartirse las probabilidades para que el juego sea justo. ES
decir, establecen una relacion de proporcionalidad inversa entre el premio y la probabilidad de
ganar. Los estudiantes reconocen que, si un jugador recibe el doble de premio que el otro,
entonces su probabilidad de ganar debe ser la mitad del otro, cuantificando correctamente esta
relacion. Un ejemplo es la respuesta dada por el estudiante A6 que afirma: “Si Amira gana el
doble y Salomon la mitad, Salomon debe tener el doble de posibilidades de ganar asi que a
Salomon le asignaria el niimero 0,2,1 y a Amira el nimero 5,4,3”. Todas las resoluciones
incluidas en esta categoria presentan un significado aritmético de la proporcionalidad, ya que
realizan calculos y operaciones aritméticas para ajustar la relacion entre el premio y la
probabilidad.

Relacién cualitativa inversa entre éxito-ganancia. Esta categoria agrupa las resoluciones que,
sin llegar a formalizar una relacion proporcional, establecen de manera cualitativa que el
jugador con mayor premio debe tener una menor probabilidad de ganar o, lo que es lo mismo,
debe ganar menos veces. Aunque se establece una relacion inversa, no se determina un valor
especifico para la probabilidad de ganar o para los sucesos que hacen ganar a cada jugador. Un
ejemplo de esta categoria es la respuesta dada por el estudiante A32, cuyo razonamiento se
mantiene a nivel cualitativo, indicando que el jugador que recibe menor premio es el que debe
ganar un mayor nimero de veces para conseguir un juego equitativo: “Que Salomoén deberia
ganar mas veces para que el juego sea justo”. Otro ejemplo de esta categoria es la resolucion
del estudiante A17 que afirma que un jugador debe ganar un nimero especifico de veces, pero
sin justificar ni calcular las probabilidades correspondientes ni los sucesos: “Salomén deberia
ganar 4 veces y Yasmina 2 veces”. Estas resoluciones estan relacionadas con un significado
intuitivo de la proporcionalidad.

El juego no puede ser justo/Reparto equitativo de sucesos. En esta categoria se agrupan las
resoluciones en las que los estudiantes no aceptan que un juego pueda ser justo si las
probabilidades de éxito entre los jugadores son diferentes. Algunos estudiantes simplemente
rechazan la posibilidad que el juego pueda ser justo debido a las probabilidades diferentes de
ganar de cada jugador. Por lo tanto, no proponen valores para los premios ya que no tienen en

cuenta que los premios tienen un rol en la consideracion de un juego justo. Por ejemplo, el
17
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estudiante A42 indica: “La probabilidad no es la misma ya que uno gana mas que el otro y
tampoco es justo”. Otros buscan igualar las probabilidades de los jugadores sin considerar la

asignacion de los premios. Ejemplo de ello es la respuesta del estudiante A33: “Salomon

deberia ganar cuando sale 0, 1 y 5 que da un total de g y Yasmina deberia ganar cuando sale

18 - . .
2,3y 4 que da un total de T - Las resoluciones agrupadas en esta categoria muestran ausencia

de razonamiento proporcional.

En la Tabla 6 se observa que un alto porcentaje de participantes no ha resuelto la situacion c), con un
61,29% de las respuestas clasificadas en la categoria “Sin respuesta” y un 11,29% en “No
concluyente”. Esto sugiere que esta situacion ha resultado especialmente dificil para los estudiantes,
quienes no logran ofrecer una solucién completa o clara. Los que lo hacen, en su mayoria, abordan la

tarea de manera cualitativa.

Tabla 6
Frecuencia y porcentaje de respuestas por categorias en la situacion c)

Significados de la

Categoria Frecuencia Porcentaje . )
proporcionalidad

Relacion de proporcionalidad inversa ganancia - 4 6,45% Aritmético
probabilidad de éxito*

Relacion cualitativa inversa entre éxito-ganancia 6 9,67% Intuitivo
El juego no puede ser justo 7 11,29% Ausente
No concluyente 7 11,29% Ausente
Sin respuesta 38 61,29%

*Categoria de resoluciones correctas.

4.2. Resultados sobre significados de la proporcionalidad

Respecto a los significados de la proporcionalidad observados en las resoluciones de los 62
participantes (Tabla 7), se puede apreciar que, en la situacién a), una parte importante de estudiantes
no emplea la proporcionalidad en su solucion (29,03%) o bien no responde (24,19%). De entre las
resoluciones que si implican relaciones de proporcionalidad, predominan aquellas de carécter
aritmético (40,32%) y cualitativo-intuitivo (6,45%). En estas ultimas, el alumnado se apoya de
argumentos verbales, sin realizar calculos explicitos, como en la respuesta del estudiante A18:
“Deberian de ganar lo mismo ya que tienen las mismas probabilidades de ganar”. En contraste, los

estudiantes que emplean un significado aritmético de la proporcionalidad, ademés de determinar que
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los dos jugadores tienen la misma probabilidad de ganar, concluyen que el premio debe ser el mismo
para ambos.

En el caso de la situacion b), las respuestas que implican el uso del razonamiento proporcional
corresponden principalmente a significados intuitivos (20,97%), en la mayoria de los casos mediante
una relacion inversa entre probabilidad y premio, argumentando que si un jugador tiene menos
probabilidades de ganar deberia recibir un premio mayor para equilibrar el juego y que sea justo.
También aparecen respuestas de tipo aritmético (9,68%) con cierto grado de cuantificacion, aunque
sin un tratamiento algebraico. Cabe destacar que solo cuatro resoluciones (6,45%) hacen uso de un
significado proto-algebraico, lo que evidencia un mayor nivel de formalizacion. En tres de estos casos
se utiliza la regla de tres, mientras que el cuarto plantea explicitamente una ecuacion de ganancia con
incdgnita, lo que representa un mayor grado de formalizacion en las resoluciones, tratandose de un
significado proto-algebraico de la proporcionalidad.

Por ultimo, en la situacion c), se observa un elevado porcentaje de estudiantes que no responde
(61,29%). Entre los que si lo hacen, un 9,68% utiliza un significado intuitivo de la proporcionalidad,
por ejemplo, el estudiante A32 que sefiala: “Salomén deberia ganar mas veces para que el juego sea
justo”. Mientras que un 6,45% aplica estrategias aritméticas, estableciendo cuando debe ganar
exactamente cada jugador para lograr la equidad.

En conjunto, estos resultados sugieren que los significados de la proporcionalidad movilizados por el
alumnado estan estrechamente relacionados con las demandas especificas de cada situacion. En las
situaciones a) y b), donde las relaciones proporcionales son mas directas, un significado intuitivo o
aritmético parece suficiente para resolver el problema, mientras que la situacién c), mas compleja,
exige un mayor nivel de formalizacidn para su resolucion y, por tanto, presenta una alta frecuencia de
no respuesta. Esto podria explicar la escasa presencia de significados proto-algebraicos o algebraico-
funcionales en la situacion a) debido a que no son necesario para la resolucion, mientras su ausencia
en la situacion c), depende mas bien de la complejidad de la situacion que el estudiantado en general
no ha sabido afrontar.

Sin embargo, hay que sefialar que, aunque en este contexto el estudiantado en su mayoria no utilizo
relaciones multiplicativas de proporcionalidad, esto no necesariamente implica que este patron no se

presente en otros tipos de tareas y contextos.
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Tabla 7
Frecuencias y porcentajes de significados de la proporcionalidad encontrados en las resoluciones
por cada situacion de la tarea.

Significados de la Frecuencia Porcentaje Frecuencia Porcentaje Frecuencia Porcentaje
proporcionalidad a) a) b) b) C) C)
Ausente 18 29,03% 22 35,48% 14 22,58%
Intuitivo 4 6,45% 13 20,97% 6 9,68%
Aritmético 25 40,32% 6 9,68% 4 6,45%
Proto-algebraico 0 0% 4 6,45% 0 0%

No responde 15 24,19% 17 27,42% 38 61,29%

4.3. Resultados sobre grado de correccion

Cabe destacar que en las tablas de 4 a 7, se han ido indicando con un asterisco cuales son las
categorias que incluyen las respuestas correctas. En la siguiente Tabla 8 se muestran los estadisticos
descriptivos de la valoracion del grado de correccion de las respuestas del alumnado para la
exploracion inicial y para cada situacion planteada en la tarea, de acuerdo con lo indicado en el
apartado 3.3, asi como la valoracion global obtenida sumando las puntuaciones en la exploracion
inicial y en las varias situaciones.

La valoracion media de 1.11 indica un nivel de correccion relativamente alto en las resoluciones a la
exploracion inicial. En este caso, las resoluciones son en su mayoria correctas o con pequefios errores,
lo que sugiere que los estudiantes manejan los conceptos iniciales (espacio muestral, probabilidad)
planteados en la tarea. Con una media de 0.98, los resultados en la situacion a) resultan decididamente
mejores que en las situaciones b) y c). La situacion b) con una media de 0.54, ha resultado compleja
para los estudiantes. Muchos cometieron errores al calcular las probabilidades o no aplicaron
correctamente las relaciones entre las probabilidades y los premios. La situacion c) destaca por ser la
mas compleja segln lo reflejado en la puntuacion media (0.23).

La puntuacidn total, sobre 8, muestra un resultado medio de 3.24, lo que refleja que, aunque algunos
estudiantes desempefian adecuadamente las primeras partes de la tarea, la complejidad creciente de

las situaciones b) y c) afecta negativamente a las puntuaciones finales.
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Tabla 8
Estadisticos descriptivos de valoracion numérica por situacion y global

Min. Max. Media Mediana Moda Desviacion Desviacion

estandar tipica

Grado de Inicial 0 2 1.11 1.5 2 0.94 0.119

correccion a) 0 2 0.98 1 0 0.96 0.122

b) 0 2 0.54 0 0 0.77 0.097

c) 0 2 0.23 0 0 0.61 0.071

Puntuacion total 0 8 324 4 4 2.28 0.29
(sobre 8)

5. DISCUSION Y CONCLUSIONES

Los problemas de juego justo ofrecen un escenario ideal para aplicar el razonamiento proporcional.
Resolverlos implica comparar las probabilidades de ganar de los jugadores, las cuales se expresan
como razones entre casos favorables y posibles. La equidad se establece en un primer momento al
comparar estas razones. En situaciones donde las probabilidades difieren, la justicia se alcanza
estableciendo una relacion de proporcionalidad inversa entre la probabilidad de ganar y el premio.
Para que el juego sea equitativo, la ganancia esperada, producto de la probabilidad y el premio, debe
ser uniforme para todos los jugadores. En consecuencia, la resolucién de estos desafios de juego justo
demanda una comprension y aplicacién efectiva de razonamiento de proporcionalidad inversa. En
definitiva, los escenarios de juego justo se erigen como contextos practicos y significativos para el
desarrollo y la aplicacion del razonamiento proporcional (Burgos et al., 2022).

Los resultados de este estudio reflejan una tendencia similar a la observada en investigaciones previas
sobre el razonamiento proporcional en contexto del juego justo en alumnado de secundaria. Se
observa un uso limitado de estrategias multiplicativas avanzadas, incluso tratindose de alumnado de
secundaria, en particular en aquellas situaciones, como la b) y la c), que requieren un nivel de
razonamiento proporcional mas alto. Cuando se trata de comparar razones donde no hay una relacién
simple entre los términos, la mayoria de estudiantes no utiliza estrategias multiplicativas, lo que
coincide con los resultados de Batanero y Hernandez-Solis (2023). Asimismo, se observa la presencia
de estrategias aditivas cuando, al comparar probabilidades, los estudiantes se fijan en la diferencia
entre casos favorables y desfavorables o entre las probabilidades, en lugar de considerar la proporcién
(Batanero y Hernandez-Solis, 2023).

En situaciones de juego justo donde las probabilidades de ganar son diferentes, la equidad se logra

mediante una relacion de proporcionalidad inversa entre la probabilidad de ganar y el premio. Los
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estudiantes, incluso en secundaria, muestran dificultades para comprender y aplicar esta relacion para
determinar premios justos, recurriendo en estos casos a relaciones de tipo directo, en lugar de inverso,
sea cualitativo o aritmético (Hernandez-Solis et al., 2021).

Cabe destacar también como los resultados muestran que en situaciones mas complejas hay un
retorno a concepciones intuitivas fundamentales sobre juego justo. En algunos casos, estas se
manifiestan con afirmaciones respecto a la necesidad de equiprobabilidad, es decir que todos los
participantes deben tener las mismas posibilidades de ganar, tal como lo destacado por otros autores
(Batista et al., 2022; Borovcnik y Kapadia, 2014).

Se observa que estudiantes que utilizan estrategias proporcionales para resolver problemas de menor
dificultad pueden volver a estrategias aditivas o de comparacién cualitativa cuando se enfrentan a
problemas mas complejos tal como lo hallado también por Batanero y Hernandez-Solis (2023).

De los resultados emerge que el empleo de significados mas algebraicos de la proporcionalidad por
los estudiantes parece relacionarse directamente con su capacidad para resolver problemas de juegos
justos mas complejas que implican comparacion de probabilidades y ajuste de ganancias. Aquellos
que emplean solo significados de la proporcionalidad cualitativo y aritméticos tienden a tener éxito
solo en problemas mas elementales que no requieren un razonamiento proporcional sofisticado, tal
como destacado también en Gea et al. (2023).

A pesar de tratarse de grupos de Educacion Secundaria Obligatoria (62 alumnos de segundo y tercer
curso), se ha observado que una parte significativa de los participantes no emplea significados de la
proporcionalidad aritméticos o algebraicos. En lugar de ello, muchos estudiantes recurren a
razonamientos mas intuitivos y cualitativos, como los basados en relaciones cualitativas de “a mas,
menos” 0 “a mas, mas”, sin una formulacion cuantitativa de la relacion proporcional, ni directa ni
inversa.

En conclusion, esta investigacién muestra que el estudiantado de secundaria presenta limitaciones en
la resolucidn de problemas en el contexto de juego justo. Al analizar las estrategias empleadas por los
estudiantes, la falta de aplicacion de procedimientos que involucran el razonamiento proporcional se
identifica como un elemento que incide negativamente en el éxito. Los resultados muestran que el
estudiantado recurre a estrategias intuitivo-cualitativas, y aditivas, a veces aplicando la
proporcionalidad directa cuando es necesario aplicar la proporcionalidad inversa. Ademas, esta
tendencia se hace mas evidente al presentarse situaciones mas complejas, por ejemplo, cuando se

solicita determinar los premios dadas unas probabilidades de ganar diferentes para cada jugador o
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cuando se solicita indicar las probabilidades de ganar dados unos premios diferentes para que el juego
sea justo. Estas tendencias estan en linea con los hallazgos obtenidos en otras investigaciones como
mostrado en los anteriores parrafos.

Una limitacion importante de este estudio es el tamafio reducido y no aleatorio de la muestra, lo que
limita la generalizacion de los resultados. Seria atil contar con una muestra mas amplia y
representativa, que abarque diferentes niveles de la Educacion Secundaria, y realizar un seguimiento
longitudinal para analizar la evolucion en el razonamiento proporcional a lo largo del tiempo. El
seguimiento de la evolucién de estos conceptos a lo largo de los cursos permitiria disefiar estrategias
pedagoOgicas mas efectivas para mejorar el razonamiento proporcional y algebraico en los estudiantes
de secundaria.

Este estudio proporciona informacion valiosa para el profesorado en formacién o en servicio de
matematicas, ya que permite identificar el contexto probabilistico como un area en la que el
estudiantado necesita mejorar su razonamiento proporcional, particularmente en relacién con el juego

justo.
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