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Resumen

El objetivo del trabajo fue analizar la relacion entre el nivel de razonamiento proporcional y la
construccidén del espacio muestral en estudiantes costarricenses. Para ello se utilizaron dos cuestionarios,
cada uno con tres items de comparacién de razones, que en conjunto consideran seis niveles diferentes
de razonamiento proporcional. Ademas, los dos cuestionarios incluyeron dos items idénticos de
construccién del espacio muestral compatible con un suceso seguro, equiprobable a su complementario
e imposible. En las respuestas de 292 estudiantes de los cursos 6° a 10° (11-16 afios) a estos cuestionarios
se analiza el razonamiento proporcional mostrado y el tipo de suceso que tendria lugar segtn el espacio
muestral construido. Los resultados indican que pocos estudiantes alcanzan el nivel mas alto de
razonamiento proporcional, aunque el porcentaje que lo consigue se incrementa con el curso. La
construccidn de espacios muestrales asociados a la obtencion de un suceso imposible y seguro fue dificil
y se observa una relacion directa con el nivel de razonamiento proporcional, confirmada mediante la
correlacion entre el nivel de razonamiento proporcional y el nimero de espacios muestrales
correctamente construidos.
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Resumo

O objetivo do estudo foi analisar a relacdo entre o nivel de raciocinio proporcional e a construcdo do
espaco amostral em estudantes da Costa Rica. Para o efeito, foram utilizados dois questionarios, cada um
com trés itens de comparacdo de razdes, que no seu conjunto consideram seis niveis diferentes de
raciocinio proporcional. Além disso, os dois questionarios incluiam dois itens idénticos sobre a
construcdo do espago amostral compativel com um acontecimento certo, equiprovavel ao seu
complemento e impossivel. As respostas de 292 alunos do 6° ao 10° ano (11 a 15 anos) a estes
questionarios analisam o raciocinio proporcional demonstrado e o tipo de acontecimento que ocorreria
de acordo com o espago de amostragem construido. Os resultados indicam que poucos alunos atingem o
nivel mais elevado de raciocinio proporcional, embora a proporcao dos que o fazem aumente com o ano.
A construcdo de espacgos de amostra associados a realizacdo de um acontecimento impossivel e certo foi
dificil e observa-se uma relacdo direta com o nivel de raciocinio proporcional, confirmada pela correlacao
entre o nivel de raciocinio proporcional e o nimero de espacos de amostra construidos corretamente.
Palavras-chave: Probabilidade, Raciocinio, Avaliacéo.

Abstract

The objective of this study was to analyze the relationship between the level of proportional reasoning
and the construction of the sample space in Costa Rican students. For this purpose, two questionnaires
were used, each with three ratio comparison items, which together consider six different levels of
proportional reasoning. In addition, both questionnaires included two identical items on the construction
of the sample space compatible with a certain, equiprobable to its complement and impossible event. In
the responses of 292 students in grades 6-10 (11-15 years old) to these questionnaires we analyze the
proportional reasoning shown and the type of event that would occur according to the constructed sample
space. The results indicate that few students reach the highest level of proportional reasoning, although
the proportion that reaches it increases with the course. The construction of sample spaces associated
with the obtention of an impossible and certain event was difficult and a direct relationship with the level
of proportional reasoning is observed, confirmed by the correlation between the level of proportional
reasoning and the number of correctly constructed sample spaces.

Keywords: Probability, Reasoning, Assessment.
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1. INTRODUCCION

El espacio muestral (o0 conjunto de sucesos posibles del experimento aleatorio) es fundamental en el
estudio de la probabilidad (Langrall y Mooney, 2005; Lima y Borba, 2021; Nunes et al., 2014), pues su
composicion se debe identificar para resolver cualquier problema probabilistico. En Costa Rica, se inicia
su estudio en educacion primaria (1° a 3° curso de Educacion General Basica - EGB), al diferenciar
situaciones aleatorias y seguras y clasificar los sucesos en mas o menos probables. Conforme avanzan
de curso, se continta clasificando los sucesos en seguros, probables, equiprobables e imposibles y en 6°
curso de EGB, analizan el espacio muestral para obtener la probabilidad de un suceso elemental. En 8°y
9° de EGB se retoman estos conceptos, y en 10° curso (Educacion Diversificada, ED) se formalizan los
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axiomas basicos de probabilidades que se han venido trabajando en los afios previos, introduciendo,
ademas, la probabilidad de la unién de eventos (excluyentes y no excluyentes) y la probabilidad del
complemento de un evento.

A pesar de su aparente sencillez, varias investigaciones (Chernoff, 2009; Chernoff y Zazkis, 2011,
Hernandez-Solis et al., 2021) informan de las dificultades del estudiantado con la identificacion del
espacio muestral, cuya construccion requiere del pensamiento multiplicativo y combinatorio (Zapata-
Cardona, 2018), que se desarrolla lentamente, y se completa en la adolescencia (Batanero y Alvarez-
Arroyo, 2023; Batanero et al., 1997; English, 2005). La asignacion de probabilidades a los diferentes
sucesos del espacio muestral, para determinar, por ejemplo, sucesos equiprobables, requiere igualmente
del razonamiento proporcional, por lo que un nivel de razonamiento proporcional insuficiente podria
dificultar la construccion y el trabajo con el espacio muestral.

El razonamiento proporcional ha recibido un gran interés en la investigacion recogida, por ejemplo, en
Ben-Chaim et al. (2012), Carpenter et al. (2012), Kieren (2020), Lamon (2007) o Van Dooren et al.
(2018). El estudio del numero racional se inicia en Costa Rica en la educacion primaria, con el concepto
de fraccion, su lectura, escritura, representacion grafica, relacién de orden, operaciones basicas,
fracciones equivalentes y porcentajes. En 7° curso se trata la proporcionalidad inversa, en 8° el concepto
de numero racional y sus propiedades y en los siguientes cursos estos contenidos se aplican en la
resolucion de problemas (MEP, 2012).

En un trabajo previo (Batanero y Hernandez-Solis, 2023) se llev6 a cabo un estudio comparado del
razonamiento proporcional en los cursos 6° a 9° de EGB y 10° de ED en Costa Rica y niveles escolares
equivalentes en Espafia. Por otro lado, Herndndez-Solis et al. (2021) analizaron la construccion de
espacio muestrales por una muestra estudiantes costarricenses de 6° curso de EGB. Sin embargo, no
hemos encontrado estudios que analicen empiricamente la relacion entre el razonamiento proporcional y
la construccion del espacio muestral que corresponda a diversos tipos de sucesos en un experimento
aleatorio. Para aportar informacion al respecto, en este trabajo analizamos la relacion entre las respuestas
a tareas de razonamiento proporcional y otras de construccion del espacio muestral por parte de los 292
estudiantes costarricenses de los cursos 6° a 10° que participaron en el estudio de Batanero y Hernandez-
Solis (2023).

La motivacion para realizar el estudio es la relacion entre la capacidad de construccién del espacio
muestral, el razonamiento combinatorio (Batanero y Alvarez-Arroyo, 2023; Lockwood et al., 2020) y la
resolucion de problemas de probabilidad (Nunes et al., 2014; Langrall y Mooney, 2005), asi como la
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existente entre la resolucion de problemas de probabilidad y el razonamiento proporcional (Batanero y
Hernandez-Solis, 2023).

2. FUNDAMENTOS

El trabajo se basa en los niveles de razonamiento proporcional de Noelting (1980a; 1980b) y los
antecedentes sobre comprension del espacio muestral y lenguaje probabilistico, que se resumen a

continuacion.

2.1. Niveles de razonamiento proporcional de Noelting

Utilizaremos los niveles de Noelting (1980a; 1980b), quien analiz6 el razonamiento proporcional en
problemas de comparacion de mezclas de agua y zumo de naranja, segun diferentes concentraciones: (ai,
b1) y (a2, b2), donde el primer término de cada par (a) indica el namero de vasos de zumo de limén vy el
segundo (b) el de vasos de agua en cada mezcla. Se ha elegido este tipo de problemas de comparacion
de razones, por estar muy relacionados con la comparacion de probabilidades y por ser los utilizados por
Noelting (1980a, 1980b) para describir los siguientes niveles de desarrollo del razonamiento
proporcional:

e Nivel 0: Simbdlico. Se resuelven los problemas en que solo hay que diferenciar los dos elementos
en cada conjunto a comparar. Se resolverian problemas en que en una de las mezclas solo hubiese
vasos de zumo de limén y en la otra Gnicamente vasos de agua.

e Nivel 1A: Intuitivo inferior. Se solucionan los problemas en que los segundos términos de las
fracciones (b1 y b2) son idénticos, comparando los primeros (a1 y a2). Es decir, cuando el nimero
de vasos de agua es el mismo, basta comparar el nimero de vasos de zomo de limon. Un ejemplo,
es el item 1 (Cuestionario A, Anexo).

e Nivel IB: Intuitivo medio. Se tiene éxito cuando los primeros términos de las fracciones (nimero
de vasos de zomo de limdn) son iguales (a1=az), comparando los segundos (vasos de agua). Un
ejemplo es el item 2 (Cuestionario B, Anexo).

e Nivel IC: Intuitivo superior. Se concibe la razon como un todo y se comparan las dos relaciones
internas entre los términos de cada razon (ai<bi y a2>b2; menos vasos de zumo que de agua en la
primera mezcla y al contrario en la segunda) o entre ambas (ai<az y b1>b2; menos vasos de zumo

en la primera mezcla y mas vasos de agua en la segunda).
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e Nivel l1lA: Operacional concreta inferior. Se resuelven los problemas en los que los términos de
cada razdn son idénticos (clase de equivalencia de la unidad; ai1/b1=ax/b,=1) es decir, igual nimero
de vasos de zumo y de agua en cada mezcla. Estas relaciones deben tenerse en cuenta y se emplea
la multiplicacion o division. Un ejemplo es el item 3 (Cuestionario A, Anexo).

e Nivel IIB: Operacional concreta superior. Los problemas se caracterizan porque los términos de
las dos razones entre vasos de zumo y de agua guardan la misma relacion de proporcionalidad en
cada mezcla (ai/b: = a2/b2 = m/n); es decir, se presenta una clase de equivalencia diferente a la
unidad. Un ejemplo es el item 4 (Cuestionario B, Anexo)

o Nivel Il1A: Operacional formal inferior. Dos de los cuatro términos de las razones son multiplos,
pero el resto no guarda la misma proporcionalidad. Surge una estrategia nueva, que combina
multiplicacién y suma. Por ejemplo, si m-ai=az, y m-by,>b2, entonces (a1, b1) < (a2, b2). Un
ejemplo es el item 5 (Cuestionario A Anexo, en el que la relacién de proporcionalidad entre vasos
de zumo y de agua es diferente en cada mezcla)

e Nivel I1I1B: Operacional concreta superior. Se resuelven problemas con fracciones cualesquiera,
comparando dos razones equivalentes a las dadas en el problema, convirtiéndolas a denominador
comun. Un ejemplo seria el item 6 (Cuestionario B, Anexo).

La adquisicion del razonamiento proporcional no se completa hasta el paso de las operaciones concretas
a las operaciones formales (Butto et al., 2019; Lamon, 2007). Por otro lado, muchos estudiantes no
resuelven las tareas que corresponden a su desarrollo 16gico hasta varios afios después (Van Dooren et
al., 2018), incluso con instruccién (Gonzalez-Forte, et al., 2022).

Otras investigaciones analizan el razonamiento proporcional de nifios y nifias pequefios. Asi, Boyer y
Levine (2015) utilizaron problemas de mezcla similares a los del presente estudio, con nifios y nifias de
8 y 10 afos, quienes tuvieron mucha dificultad al tratar unidades discretas (vasos de zumo y de agua),
mientras la mezcla es un continuo. Con 30 nifios y nifias de 5y 6 afios, He et al. (2018) también emplearon
problemas de mezclas, representandolas mediante rectangulos coloreados de la misma base y diferente
altura. Concluyeron que algunos eran capaces de reconocer la proporcionalidad en fracciones
equivalentes.

En Batanero y Hernandez-Solis (2023) se comparo el nivel de razonamiento proporcional de estudiantes
costarricenses y espafioles entre 11 y 16 afios (cursos 6° a 10°). Pocos alcanzaron el maximo nivel I11B,
ni siquiera en el curso 10°, y el razonamiento proporcional del estudiantado fue menor que el esperado

para su edad en los estudios de Noelting (1980a; 1980b). Esta conclusion nos ha llevado a relacionar este
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nivel de razonamiento proporcional con diferentes tareas probabilisticas, en particular, con la

construccion del espacio muestral, que se describe en este trabajo.
2.2. Compresion del espacio muestral

Aunque Piaget e Inhelder (1951) indicaron que a los 7 afios ya pueden listar todos los resultados de un
experimento aleatorio sencillo, otros autores indican que la falta de razonamiento combinatorio dificulta
esta tarea (Lockwood et al., 2020). Jones et al. (1997) defendieron que el concepto de espacio muestral
se desarrolla posteriormente al de probabilidad y describen una concepcion incorrecta, consistente en no
aceptar que todos los sucesos del espacio muestral podrian ocurrir.
Los y las estudiantes construyen espacios muestrales informales para justificar su solucién a los
problemas de probabilidad, por ejemplo, para indicar que todas las sumas de dos dados tienen la misma
probabilidad (Speiser y Walter, 1998). Segun Horvath y Lehrer (1998) su comprension requiere las
siguientes capacidades: a) reconocer todos los posibles resultados del experimento, b) describirlo en
forma completa y c) relacionar el espacio muestral con la mayor o menor posibilidad de cada resultado
del experimento. Langrall y Money (2005) proponen una escala de valoracion de la comprension de los
estudiantes del espacio muestral. El nivel mas bajo consiste en concentrarse simplemente en un suceso,
por ejemplo, en la extraccion de fichas de una urna, considerar solo fichas del mismo color. En el segundo
nivel se listan varios sucesos diferentes del espacio muestral, pero no todos; en el tercero se describe
exhaustivamente todos los sucesos posibles y en el superior se listan de los elementos del espacio
muestral de un experimento compuesto.
La clasificacion de los casos como favorables o desfavorables para un cierto suceso es crucial para
determinar su probabilidad. Sin embargo, Nilsson (2007) muestra que es complejo para los y las
estudiantes, y algunos que listan todos los sucesos de un espacio muestral tienen dificultad al aplicar la
regla de Laplace, porque no separan bien los casos favorables y desfavorables. Ademas, Chernoff y
Zazkis (2011) y Konold (1989) indican que el estudiantado construye con frecuencia espacios muestrales
no esperados por los profesores y que no siempre estan de acuerdo con que los sucesos elementales del
espacio muestral sean equiprobables, Ello explica algunos errores aparentes de probabilidad que se
convierten en respuestas correctas, si se tiene en cuenta el espacio muestral personal construido por el o
la estudiante (Chernoff, 2009).
Hernandez-Solis et al. (2021) propusieron a 55 estudiantes costarricenses de 6° de educacion basica
construir el espacio muestral asociado a varios tipos de sucesos, en contextos de urnas y ruletas. Aunque
6
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fue sencillo construir un espacio muestral compatible con un suceso posible y equiprobable a su
complementario, pocos lograron construirlo para los sucesos seguros (34,5% en ruletas y 29,1% en urnas)
e imposible (25,5% en ruletas y 23,7% en urnas). Interesados por ver si esta dificultad persiste en cursos
superiores, en este trabajo se propone una tarea similar a estudiantes de los cursos 6° a 10° junto con
tareas de comparacion de razones, para analizar la relacidn entre la construccion de espacios muestrales

y el razonamiento proporcional.
2.3. Lenguaje de probabilidad

En las tareas de construccién del espacio muestral planteado en el cuestionario, se requiere comprender
el significado de un suceso seguro, equiprobable e imposible, por lo que otro antecedente de este trabajo
es la investigacion sobre comprension del lenguaje probabilistico.

Green (1983) analizo el significado que 3000 estudiantes ingleses de 11 a 16 afios daban a los términos
“puede ocurrir”, “igual posibilidad” e “imposible” y Caiizares (1997) replico el estudio con 320
estudiantes espafioles de 10 a 14 afios. En ambos estudios la mayor dificultad fue comprender la idea de
SUCeso seguro.

Hernandez-Salmerdn et al. (2017) analizaron el lenguaje del azar de 89 estudiantes de primer y segundo
curso de educacion secundaria en Espafia (13-14 afios), pidiéndoles escribir sindbnimos de las palabras
“imposible”, “posible”, “igual posibilidad”, “poca posibilidad”, “seguro”, “muy posible”. El porcentaje
que no dio ningun sinbnimo correcto para imposible fue de 48,2% en primer curso y de 33% en segundo
y para seguro 73,2% en primer curso y 60,6% en segundo.

Groth et al. (2020) analizaron el lenguaje de probabilidad de 10 nifios y nifias de 11y 12 afios, pidiéndoles
situar algunas frases en una escalera de probabilidad, donde el imposible se situaba en el nivel mas bajo
y el seguro en el mas alto. Los y las estudiantes tuvieron mayor dificultad para la expresion seguro que
en la imposible y el lenguaje cualitativo no siempre precedio a la competencia cuantitativa de calculo de
probabilidades.

En todas estas investigaciones se pregunta por sindnimos de los términos probabilisticos, ordenarlos en
una escala de probabilidad, o describir sucesos que sean probables, imposibles, seguros, etc. Este trabajo
sigue una aproximacion diferente, pues se presenta una tarea con el dibujo de un dispositivo aleatorio
(ruletas o urnas) cuya composicion se debe fijar para que ocurra un determinado suceso descrito mediante

una expresion del lenguaje verbal probabilistico.
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3. METODO
3.1. Muestra

La muestra estuvo formada por 292 estudiantes de 6° a 9° de Educacion General Basica (EGB) y 10° del
Ciclo Diversificado (CD), con la composicion descrita en la Tabla 1. Todos los estudiantes provenian de
una escuela privada de la provincia de Cartago (Costa Rica) que incluye estudiantes de diferentes niveles
econdmicos y sociales y es similar a muchos otros centros educativos en el pais. Los datos se tomaron
en mayo de 2022, con la autorizacién de la direccion del centro. Esta direccion informé que durante el
afio 2020, para afrontar posibles problemas causados por la COVID-19, se preparé material digital para
los estudiantes que fueron atendidos a distancia para consultas. Al extenderse el problema de la
pandemia, se retomo el horario normal de clases, impartidas en forma virtual. En 2021 se dieron clases
bimodales, ya que mientras la mitad de cada clase asistia en forma presencial el resto seguia la clase
virtualmente, lo cual se realizaba en semanas alternas, de modo que cada estudiante tuviese
semanalmente la mitad de las clases presenciales. En 2022 las clases fueron totalmente presenciales. En
general, se indica que en estos afios se cumplid entre el 85% y 100% de los establecido por el Curriculo
nacional de Matematicas.

Se trata de una muestra de conveniencia, elegida por su accesibilidad, proximidad geogréafica, estar
disponible en el momento del estudio y voluntad de participar. Este tipo de muestras se usan con
frecuencia en la investigacion educativa, lo cual es razonable cuando la composicién de la poblacion es

relativamente homogénea y no se desea generalizar a toda la poblacién (Etikan et al., 2016).

Tabla 1
Composicién de la muestra, segin curso escolar y cuestionario
Curso Edad (afios) Cuestionario A Cuestionario B Total
6° 11-12 35 33 68
7° 12-13 26 26 52
8° 13-14 31 33 64
9o 14-15 26 26 52
10° 15-16 27 29 56
Total 145 147 292

Nota: Elaboracién propia

En cada uno de los grupos participantes (es decir, dos o tres grupos por cada curso escolar) se
distribuyeron en forma aleatoria los cuestionarios A y B que se describen en la siguiente seccién, a la

mitad de los estudiantes. Esta técnica asegura la equivalencia de las muestras completas que pasaron los
8
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cuestionarios A 'y B, al dividirse la muestra total en forma aleatoria, dentro de cada grupo. Con ello se
puede estimar el porcentaje de respuestas a cada item y categoria en la muestra total, partiendo de los
datos de una de las submuestras y estimando una proporcion similar en la segunda. Todo ello, debido a
que se utilizan dos muestras equivalentes seleccionadas aleatoriamente de la muestra total y que la

proporcion muestral es el mejor estimador de la proporcion poblacional.

3.2. Cuestionario

Cada estudiante completd uno de dos cuestionarios, A o B, cada uno con tres problemas de comparacion
de razones, de complejidad creciente, similares a los empleados por Boyer y Levine (2015), Noelting
(1980a, 1980b), y Karplus et al. (1983). Entre los dos cuestionarios, que se presentan en el Anexo, se
propusieron problemas de seis niveles diferentes de razonamiento proporcional segiin Noelting. Cada
cuestionario se dio a la mitad de los y las estudiantes de cada curso, para tener aproximadamente igual
nimero en cada curso respondiendo cada item. Con ello se quiso evitar la repeticion de la respuesta al
responder muchos items similares. En la Tabla 2 se especifican las caracteristicas de cada item de
razonamiento proporcional.

En estos items, se pide comparar dos razones (al, bl) y (a2, b2), donde el primer término de cada par es
el numerador (o dividendo) y el segundo el denominador (o divisor) de la razon vasos de zumo/vasos de
agua. En el item 1 (cuestionario A), que compara las razones (2, 3) vs. (1, 3). Los otros cinco items tienen

la misma estructura, variando el nimero de vasos de zumo y de agua.

Tabla 2

items de razonamiento proporcional en los cuestionarios segln nivel de Noelting (1980a; 1980b).
Item Cuestionario  Composicién Nivel de razonamiento proporcional de Edad esperada

(a1, b1) vs (a2, bo) Noelting (afios-meses)
1 A (2,3)vs(1,3) IA. Intuitiva inferior (3-6)
2 B (5,1) vs (5,4) IB. Intuitiva media (6-4)
3 A (2,2) vs (4, 4) I1A. Operacional concreta inferior (8-1)
4 B (3,1) vs (6, 2) I1B. Operacional concreta superior (10-5)
5 A (3, 1) vs(4,2) I11A. Operacional formal inferior (12-2)
6 B (3,2) vs (4, 3) I11B. Operacional formal superior (15-1)

Nota: Elaboracién propia

En los dos cuestionarios se afiadieron los dos items 7 y 8 (ver Anexo) donde se pide construir un espacio
muestral para que el suceso “gana Maria” sea, respectivamente, seguro, equiprobable a Su

complementario o imposible. Su resolucién implica la comprension del experimento aleatorio, y los
9
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sucesos implicados, segun el apartado. Los items han sido tomados de Hernandez-Solis et al. (2021),
modificadndose el item 7, cuyas ruletas estaban divididas en 4 partes y a cada una de estas partes se debia
asignar numerales.

En el item 7 (ruletas), la probabilidad de los dos sucesos diferentes (blanco y negro) dependera del
numero de sectores coloreados de cada color. Para que Maria gane con seguridad, todos los sectores de
la ruleta deben colorearse en negro y todos en blanco para que sea imposible que Maria gane. La
equiprobabilidad entre ganar y perder se logra coloreando la mitad del nimero de sectores de cada color.
En el item 8 se debe formar un espacio muestral con cualquier nimero de fichas blancas y negras, siendo
indistinguibles las del mismo color. Si todas las fichas son negras, se logra el suceso seguro (Maria gana),
y si todas son blancas el imposible (Maria pierde). El suceso equiprobable a su complementario se logra
si en la urna se representa el mismo ndmero de fichas blancas y de fichas negras.

Se usan los dos contextos, discreto y continuo, porque la ruleta favorece las comparaciones de tipo parte-
todo, mientras las urnas favorecen la comparacion parte-parte (Cafizares, 1997). Ademas, en Hernandez-
Solis et al. (2021) fue mas sencillo el contexto de ruletas.

3.3. Categorias de analisis

A continuacion, se describen las categorias usadas para clasificar las respuestas de los estudiantes,
comenzando por la comparacion de razones y, seguidamente, la construccion de espacios muestrales.
Comparacion de razones
e Comparar los totales, es decir, el nimero de vasos (zumo de limén y agua) en cada mezcla. Es
siempre incorrecta, aunque da una respuesta correcta para el item 1.

S6: Sabe més el de Elena porque le puso mayor cantidad (item 1: (2, 3) vs (1, 3)).

e Comparar los primeros términos de la razon. S6lo proporciona resultados correctos cuando los
segundos son iguales (b1 = b2). Corresponde al nivel intuitivo inferior (IA) de Noelting (1980a,
1980b) y proporciona respuestas correctas al item 1.

S6: Sabe més el de Elena porque le puso mas limon (item 1: (2, 3) vs (1, 3)).

e Comparar los segundos términos cuando coinciden los primeros términos en la razon (a1 = az).
Corresponde al nivel intuitivo intermedio (IB) de Noelting (1980a, 1980b). Da respuestas
correctas al item 2.

S172: Tiene menor cantidad de agua (item 2: (5, 1) vs (5, 4)).

10
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e Comparar las diferencias entre los términos de cada razon. Esta estrategia es tipica del nivel
intuitivo superior (IC) y valida en los items 1y 2

S35: Misma cantidad de agua pero la de Elena tiene méas limén (item 1: (2, 3) vs (1, 3))

e Relacion de equivalencia a la unidad. Se compara una razon (ai, b1) con la otra (az, b2), aplicando
una operacion multiplicativa a sus términos, y descubriendo la equivalencia a la unidad.
Corresponde al nivel operativo concreto inferior (11A) de Noelting (1980a; 1980b) y resuelve el
item 3.

E69: Los dos iguales, porque tienen la misma cantidad de zumo y agua (item 3: (2, 2) vs (4, 4)).

e Relacion de equivalencia entre razones. Se compara una razon con la otra mediante una operacion
multiplicativa, comprobando que son equivalentes. Corresponde al nivel operativo concreto
superior 11B de Noelting (1980a; 1980b) y da respuestas correctas en el item 4.

E156: Lo mismo, porque la cantidad de limonada de Elena es mas pequefia y también la de agua, como si
la de Juan se hubiese multiplicado por 2 (item 4: (3, 1) vs (6, 2)).

e Correspondencia entre los términos de las razones. Se establece una proporcionalidad entre los
términos de una razon (a1, b1) para determinar si la relacion en la otra (a2, b2) es menor o mayor.
Corresponde al nivel operativo formal inferior (111A), y resuelve correctamente el item 5.

E109: La primera se concentra en menos agua. Por cada vaso hay tres vasos de limon, asi que Juan debe
usar seis vasos de limdn para que sea tan acido como del de Elena (item 5: (3, 1) vs (4, 2)).

e Proporcionalidad. Se reducen las razones a fracciones de denominador comin para compararlas
y da respuestas correctas a cualquier item de comparacién de razones. Corresponde al nivel 111B
operativo formal superior de Noelting (1980a; 1980b).

E80: Porque el porcentaje de limén de Elena (60%) es mayor que el de Juan (57%) (item 6: (3, 2) vs (4,
3)).

Construccion del espacio muestral

La respuesta proporcionada para cada apartado en los items 7 y 8 se codificd como correcta o incorrecta,
y dentro de éstas se diferencid el tipo de suceso implicado en el espacio muestral construido, siguiendo
los criterios utilizados en Hernandez-Solis et al. (2021):

Espacio muestral que proporciona un suceso seguro: Se considerd que la respuesta es correcta si el
estudiante construye un espacio muestral formado sélo por casos favorables al suceso “Maria gana
seguro”. En la Figura 1 se muestran algunos ejemplos incorrectos. En el primero (ruletas), la probabilidad

de ganar Maria seria 5/6; es decir, se confunde el suceso “seguro” con el suceso “muy probable”. En el
11
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ejemplo incorrecto para el contexto de urnas, se construye también un espacio muestral para el suceso
“muy probable que Maria gane” con probabilidad 6/8. En los dos ejemplos, aunque el nimero de casos

favorables es grande, se incluye también algun caso desfavorable.

Figural
Espacios muestrales incorrectos para el suceso seguro
Incorrecto, ruletas Incorrecto, urnas

(a) Seaseguro que

(a) Maria gana seguro Maria gane

Nota. Elaboracién propia

Espacio muestral que proporciona un suceso equiprobable a su complementario. El segundo apartado
de los items 7 y 8 solicita al estudiante construir un espacio muestral tal que 10s sucesos “Maria gana”y
“Maria pierda” sean equiprobables. La respuesta se ha considerado correcta si el estudiante incluye en el
espacio muestra el mismo namero de casos favorables y desfavorables. En la Figura 2 se presentan
algunas respuestas incorrectas, con dos casos favorables y cuatro desfavorables. En el primero, se unen
sectores blancos adjuntos como un solo suceso elemental; asi el estudiante considera que hay dos casos
favorables y dos casos desfavorables. En el segundo se mostraria el sesgo de equiprobabilidad (Lecoutre,
1992), al considerar equiprobable cualquier resultado de un experimento aleatorio, independientemente

del nimero de casos favorables y posibles.

Figura 2
Espacios muestrales incorrectos para el suceso equiprobable a su complementario
Incorrecto, ruletas Incorrecto, urnas

(b)Sea igual de probable que

(byMaria v Esteban tienen ) )
aane Maria o Esteban

igual de ganar

Nota. Elaboracion propia

12
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Espacio muestral que corresponde a un suceso imposible. El Gltimo apartado de ambos items consiste
en determinar un espacio muestral que haga imposible que Maria gane el juego, para lo cual, el espacio
muestral ha de estar compuesto totalmente por sucesos desfavorables. Se presentan en la Figura 3,
ejemplos incorrectos que evidencian confusidn entre los sucesos probable (primer ejemplo) o muy poco

probable (segundo ejemplo) e imposible-

Figura 3
Espacios muestrales incorrectos para el suceso imposible
Incorrecto, ruletas Incorrecto, urnas

- (¢) Sea 1mposible que Maria
(c) Es imposible que Maria oane

gane

Nota. Elaboracion propia

4. RESULTADOS

A continuacién, se presenta el nivel de razonamiento proporcional alcanzado por el estudiantado de la
muestra, seguido por los resultados obtenidos en la construccién del espacio muestral en contexto de

ruletas y de urnas, para finalizar con el analisis de su relacion.
4.1. Nivel de razonamiento proporcional

En la Tabla 3 se presenta el porcentaje de estudiantes que en cada curso se sitian en cada nivel de
razonamiento proporcional de Noelting (1980a, 1980b). Para determinar el nivel de un o una estudiante
se ha comprobado que ha resuelto el problema correspondiente a dicho nivel utilizando una estrategia
correcta y no logra resolver problemas de nivel superior de los contenidos en su cuestionario.

Pocos estudiantes alcanzaron los niveles 1B y superiores, ni siquiera en el Gltimo curso, de lo que
deducimos que la edad supuesta por Noelting para lograr estos niveles no se cumple en la muestra del
estudio, confirmando lo expuesto en Gonzalez-Forte et al. (2022) y Van Dooren et al. (2018). No

obstante, se observa un crecimiento generalizado del nivel de razonamiento proporcional con el curso
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escolar. Asi, el porcentaje de estudiantes en los niveles IIB y superiores va creciendo con el curso,

mientras que los niveles inferiores disminuyen con el curso.

Tabla 3
Porcentaje de estudiantes que alcanzan los diferentes niveles de razonamiento proporcional por curso
Nivel de razonamiento proporcional Curoso 5
6° 7° 8 9 10°
0 11,8 11,5 14,1 13,5 10,7
1A 11,8 11,5 12,5 5,8 10,7
IB 30,9 26,9 21,9 23,1 17,9
A 29,4 25,0 21,9 23,1 19,6
1B 13,2 17,3 18,8 17,3 21,4
A 2,9 58 9,4 13,5 14,3
1B 1,9 1,6 3,8 5,4

Nota. Elaboracion propia
4.2. Espacios muestrales construidos en contexto de ruletas

En la Tabla 4 se presenta el porcentaje que en cada curso construye un espacio muestral correcto para

cada tipo de suceso (seguro, equiprobable e imposible), en contexto de ruletas.

Tabla 4
Porcentaje de estudiantes que construyen correctamente el espacio muestral en contexto de ruletas,
por curso

Suceso pedido

Curso Suceso seguro Suceso equiprobable a su Suceso imposible
complementario

6° 25,0 88,2 36,8

7° 55,8 90,4 65,4

8° 34,4 87,5 48,4

9o 51,9 80,8 57,7

10° 41,1 91,1 46,4

Nota. Elaboracion propia

Se observa que fue mucho mas sencillo construir el espacio muestral que lleva a un suceso equiprobable
a su complementario en el juego propuesto, pues casi el 90% en todos los cursos lo construye
correctamente, no observandose un patron regular de mejora de las respuestas con el curso escolar en los
otros tipos de sucesos. El porcentaje del estudiantado de 6° curso que resuelven adecuadamente la

pregunta sobre el suceso seguro es algo menor que el obtenido en Hernandez-Solis et al. (2021) (34,5%)
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y mayor para el suceso imposible que en su estudio (25,5%). En la Tabla 5 se clasifican las respuestas,
segun el suceso a que da lugar el espacio muestral construido, resaltando con negrita las correctas.

Tabla 5

Porcentaje de espacios muestrales construidos en contexto de ruletas
Suceso pedido

Espacio muestral construido Suceso seguro  Suceso equiprobable a Suceso imposible
su complementario

Suceso seguro 40,4 0,3 1,7
Suceso muy probable 37,7 0,7 1,7
Suceso eqmprc_)bable asu 5.1 877 17
complementario

Suceso posible 7,9 34 9,2
Suceso poco probable 2,7 2,1 29,5
Suceso imposible 0,7 0,7 50,0
Construccion confusa 0,3

No responde 55 4,8 6,2

Nota. Elaboracion propia

Los principales errores (Tabla 5) fueron confundir los sucesos “seguro” con “muy probable” o
“imposible” con “poco probable”, coincidiendo con Caiizares (1997), Green (1983), Groth (2020),
Hernandez-Salmeron et al. (2017) y Hernandez-Solis et al. (2021).

4.3. Espacios muestrales construidos en contexto de urnas

En la Tabla 6 se presenta el porcentaje de estudiantes que construye un espacio muestral correcto para
cada tipo de suceso en contexto de urnas, por curso; y en la Tabla 7, se clasifican las respuestas por
espacio muestral construido, resaltando en negrita las correctas.

Al comparar con los trabajos sobre comprension del lenguaje de probabilidad, encontramos que Green
(1983) obtuvo 18%, 25% y 34% para “igual posibilidad” y 84%, 84% y 89% para “imposible” en los
cursos 6°, 7° y 8°, respectivamente. Por su parte, Cafizares (1997) obtuvo 42,9%, 52,9% y 57,5% para

“igual posibilidad” y 81,3%, 83,9% y 78,1% para “imposible” en los mismos niveles educativos.
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de

costarricenses.

Tabla 6
Porcentaje de estudiantes que construyen correctamente el espacio muestral en contexto de urnas, por
curso
Curso Suceso seguro Suceso equiprobable con su Suceso imposible
complementario
6° 22,1 89,7 33,8
7° 50,0 92,3 67,3
8° 35,9 87,5 51,6
9o 44,2 84,6 35,8
10° 41,1 89,3 48,2
Nota. Elaboracion propia
Tabla 7
Porcentaje de espacios muestrales construidos en contexto de urnas
Suceso pedido
Espacio muestral construido Suceso seguro Suceso equiprobable Suceso imposible
con su complementario
Suceso seguro 37,7 3,1
Suceso muy probable 42,1 0,3 2,1
Suceso eqmpr(_)bable asu 0.7 88 7 0.3
complementario
Suceso posible 7,5 34 51
Suceso poco probable 2,7 0,7 32,9
Suceso imposible 2,7 0,4 50,3
Construccion confusa 0,4
No responde 6,2 6,5 6,2

Nota. Elaboracion propia

Considerando los resultados expuestos en las tablas 6 y 7, no aparecen grandes diferencias con el contexto

de urnas. En los dos items, los resultados son inferiores que los de las investigaciones antes mencionadas;

pero hay que sefialar que la tarea propuesta en esta investigacion es mas compleja, puesto que se pide,

ademés de comprender el lenguaje de probabilidad, construir el espacio muestral. Por otro lado, no se

observa tan claramente el progreso en la tarea respecto al curso escolar, como en las citadas

investigaciones; pareciera, que, sin importar el curso escolar, el nivel de complejidad de la tarea se

mantiene constante para el estudiantado. Se conjetura que el bajo porcentaje de respuestas correctas

puede deberse a que este tipo de tareas no son comunes en las lecciones de probabilidad costarricense.
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4.4. Relacion entre la construccion de espacios muestrales y el nivel de razonamiento proporcional

En la Tabla 8 se presenta el porcentaje del estudiantado que construye un espacio muestral correcto para
cada tipo de suceso (seguro, equiprobable a su complementario e imposible), tanto en contexto de ruletas
como de urnas, segun el nivel de razonamiento proporcional observado en la comparacion de razones.
Se aprecia un crecimiento de las respuestas correctas, practicamente en los tres tipos de sucesos y los dos
contextos en funcion del nivel de razonamiento proporcional, mientras este crecimiento no era visible en
relacion al curso (Tablas 4 y 6). En particular, mientras el porcentaje global de construcciones correctas
para los sucesos seguro e imposible era inferior o igual al 40% hasta llegar al nivel I1A, es cercano al
80% en el nivel 111A y supera el 85% en el nivel I11B.

Para analizar la posible significacion estadistica de estos resultados, en las Tablas 9y 10 se presentan las
medidas de correlacién no paramétricas Tau de Kendall y Rho de Spearman entre el curso, nivel de
razonamiento proporcional y nimero de respuestas correctas para la construccion de espacios muestrales
en contexto de ruletas y urnas, asi como para el suceso seguro, equiprobable e imposible y nimero total
de espacios muestrales construidos, resaltando en negrita los resultados estadisticamente muy
significativos. Se utilizan medidas no paramétricas debido a que las variables curso y nivel de

razonamiento proporcional son ordinales.

Tabla 8

Porcentaje de estudiantes que construyen correctamente el espacio muestral en contexto de ruletas y
urnas por nivel de razonamiento proporcional

Nivel de

Suceso pedido

. Suceso seguro Suceso equiprobable a su Suceso imposible
razonamiento .
oroporcional complementario
Ruleta Urna Ruleta Urna Ruleta Urna
0 38,5 15,4 74,4 69,2 46,2 35,9
1A 19,4 25,8 83,9 87,1 38,7 45,2
IB 19,7 22,5 84,5 91,5 35,2 36,6
A 40,3 38,8 92,5 94,0 47,8 49,3
1B 56,9 58,8 94,1 90,2 66,7 66,7
A 80,8 69,2 96,2 96,2 73,1 76,9
1B 85,7 85,7 85,7 85,7 85,7 85,7

Nota. Elaboracion propia
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Tabla 9

Correlaciones no paramétricas (Tau de Kendall) entre el nimero de espacios muestrales correctos,
nivel de razonamiento proporcional y curso escolar.

Curso p Nivel razonamiento proporcional p

Curso ,097* .037
Ruletas ,058 238 ,269** .000
Urnas ,068  .162 ,310** .000
Suceso seguro ,097 ,056 ,300** ,000
Suceso equiprobable a su -0,012 ,818 ,185** ,000
complementario

Suceso imposible ,055 ,278 ,221** ,000
Total espacios correctos ,065 ,169 292** ,000

Nota. Elaboracion propia

Tabla 10

Correlaciones no paramétricas (Rho de Spearman) entre el nimero de espacios muestrales correctos,
nivel de razonamiento proporcional y curso escolar.

Curso p Nivel razonamiento proporcional p

Curso ,122* .037
Ruletas ,070  ,230 324 ,000
Urnas 079 178 ,360 ,000
Suceso seguro 112 ,055 ,358 ,000
Suceso equiprobable a su -0,14 818 212 ,000
complementario

Suceso imposible ,064 275 ,262 ,000
Total espacios correctos ,079 ,175 ,362 ,000

Observamos en las dos tablas correlaciones estadisticamente muy significativas entre el nivel de
razonamiento proporcional y cada una de las variables citadas, excepto para el curso, que no presenta
correlaciones estadisticamente significativas con las variables relacionadas con la construccion del
espacio muestral, aunque si hay una pequefia correlacién significativa con el curso escolar. Aunque las
correlaciones tienen un tamafio pequefio 0 moderado, son de sentido positivo, lo que muestra una
asociacion directa entre el nivel de razonamiento proporcional y la construccién de espacios muestrales

de cada uno de los tipos estudiados en el trabajo.

4. DISCUSION Y CONCLUSIONES

En este trabajo se ha analizado la construccion que realizan un grupo de estudiantes costarricenses de

espacios muestrales asociados a sucesos seguros, equiprobable a su complementario e imposibles. Los
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resultados muestran la confusion que tienen estos y estas estudiantes entre suceso seguro 'y muy probable,
que también aparecié en las investigaciones de Cafizares (1997), Green (1983), Herndndez-Salmeron et
al. (2017) y Hernandez-Solis et al. (2021). Es también generalizada la identificacion de sucesos muy
poco probables e imposible, también citada por Cafiizares (1997), Green (1983), Hernandez-Salmerén et
al. (2017) y Hernandez-Solis et al. (2021). Respecto al suceso equiprobable a su complementario, algunos
de los ejemplos analizados indican la posibilidad de que se considere solo el color de resultado, sin tener
en cuenta su probabilidad, coincidiendo con lo expuesto por Chernoff y Zazkis (2011) y Nilsson (2007),
quienes indican que los espacios muestrales supuestos por los estudiantes no siempre coinciden con los
normativos. Ello supone que los estudiantes no relacionan adecuadamente el espacio muestral con la
mayor o menor posibilidad de cada resultado del experimento, una de las condiciones expuestas por
Horvath y Lehrer (1998) para la comprension del espacio muestral.

Por otro lado, en el trabajo se ha analizado la relacion entre el nivel de razonamiento proporcional
alcanzado por el estudiantado, en la clasificacion de Noelting (1980a; 1980b) y la competencia en
construccion de espacios muestrales asociados a distintos tipos de sucesos, en contextos de urnas y
ruletas. Se ha encontrado asociacion estadistica directa entre estas variables, pero no con el curso escolar,
no probada anteriormente de forma empirica, lo que confirma la dificultad de comprensién de la idea de
espacio muestral y de los sucesos imposibles y seguros que no mejora con la edad.

Una conclusion directa es el interés de reforzar el razonamiento proporcional de los y las estudiantes,
teniendo en cuenta sus diversos significados y su articulacion progresiva (Burgos y Godino, 2020),
puesto que el estudio muestra que pocos, incluso en los cursos superiores, logran el razonamiento
proporcional de mayor nivel, confirmando lo expuesto en Gonzalez-Forte et al. (2022) y Van Dooren et
al., (2018). No obstante, el estudiantado con mayor nivel de razonamiento proporcional obtuvo mejores
resultados en la construccion de espacios muestrales; por lo que este refuerzo mejoraria igualmente la
comprension de las ideas de suceso imposible y seguro, que fueron dificiles para los estudiantes, en
general, al igual que en Cafiizares (1997), Green (1983) y Groth (2020). Dicha dificultad implica que no
se pone en relacion el numero de casos con la mayor o menor posibilidad de cada resultado del
experimento (Horvath y Lehrer; 1998) o bien que los estudiantes pudieran tener problemas para separar
bien los casos favorables y desfavorables en los experimentos propuestos (Nilsson, 2007).

La dificultad se supera, sin embargo, en el estudiantado que razona de acuerdo a los niveles de
razonamiento proporcional I1A 'y superiores considerados por Noelting (1908a 1980b). Dada la relacion

entre la capacidad de construccion del espacio muestral, el razonamiento combinatorio (Batanero y
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Alvarez-Arroyo, 2023; Lockwood et al., 2020) y la resolucion de problemas de probabilidad (Nunes et
al., 2014; Langrall y Mooney, 2005), la mejora del razonamiento proporcional repercutird en la del
razonamiento probabilistico de los estudiantes, como se confirma en los resultados del presente estudio.
Los resultados sugieren, también, la necesidad de prestar atencion a la comprension del lenguaje de
probabilidad por parte de los y las estudiantes, lo que podria llevarse a cabo en la ensefianza teniendo en
cuenta las ideas de Groth (2020) sobre polisemia, interrelacion y multidimensionalidad de dicho lenguaje.
Es necesario que los estudiantes reconozcan el caracter polisémico de las palabras seguro e imposible,
diferenciando su uso en la vida cotidiana y su significado en probabilidad. También se requiere
comprender la interrelacion entre diferentes términos asociados al lenguaje de la probabilidad, y que
vayan adquiriendo este lenguaje en forma progresiva en su formacion académica. Para ello, serd
importante que, cuando se les pide resolver problemas de probabilidad, ademas de las estimaciones
cuantitativas de la probabilidad, se les pida afiadir algunas expresiones cualitativas de la misma, puesto
que en ocasiones estas se comprenden posteriormente a la adquisicién de la probabilidad numérica. Ello
contribuird a que descarten los significados poco precisos de las mismas que se utilizan fuera del aula en
lenguaje coloquial (Groth, 2020).

En las tareas propuestas se pide construir un espacio muestral a partir de ciertas condiciones en dos
contextos diferentes (urnas y ruletas), lo que plantea un desafio para el estudiante al no ser una tarea
habitual para ellos, aunque muchos de ellos, sin embargo, la han completado satisfactoriamente. Ademas,
en nuestro trabajo previo (Hernandez-Solis et al., 2021), el contexto de ruletas fue més sencillo que el de
urnas, y no hemos encontrado mucha diferencia en el presente estudio en el que se incluye a estudiantes
mayores que en aquel caso. Dichas tareas podrian utilizarse en el aula, para reforzar la articulacion entre
combinatoria y probabilidad, basada en la construccion de espacios muestrales (Limay Borba, 2021). Al
mismo tiempo podrian contribuir a la mejora del razonamiento proporcional, dada la relacién entre los
dos tipos de tareas y la importancia del contexto de los problemas proporcionales en su dificultad y las
estrategias con que los abordan los estudiantes (Supply et al., 2023). Para finalizar, reconocemos las
posibles limitaciones debidas a la muestra y tareas utilizadas, animando a otros investigadores a

profundizar el tema.

Agradecimiento: Proyecto P1D2022-139748NB-100
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ANEXO. CUESTIONARIOS
CUESTIONARIO A
item 1

Elena y Juan preparan limonada. Elena mezcla 2 vasos de zumo de limén con 3 vasos de agua. Juan mezcla 1 vaso
de zumo de limoén con 3 vasos de agua. Todos los vasos contienen la misma cantidad de liquido. Observa el dibujo.

Elena

Juan

Zumo de limén

Agua

Zumo de limoén

Agua

B8 G55

§ B85

¢Cual de las dos limonadas sabe méas a limén?
() Lade Elena.
() La de Juan.
() Las dos igual.
() No lo sé.
Explica por qué das esta respuesta:

item 3

Elena mezcla 2 vasos de zumo de limén con 2 vasos de agua. Juan mezcla 4 vasos de zumo de limén con 4 vasos
de agua. Todos los vasos contienen la misma cantidad de liquido. Observa el dibujo.

Elena Juan

Zumo de limoén

5888 5555

Zumo de limén

88 65

¢Cual de las dos limonadas sabe mas a limén?
() Lade Elena.
() Lade Juan.
() Las dos igual.
() No lo sé.
Explica por qué das esta respuesta:

Agua Agua
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item5

Elena mezcla 3 vasos de zumo de limoén con 1 vaso de agua. Juan mezcla 4 vasos de zumo de limoén con 2 vasos
de agua. Todos los vasos contienen la misma cantidad de liquido. Observa el dibujo.

Elena Juan

S§5 © @88 o9

¢Cual de las dos limonadas sabe mas a limén?
() Lade Elena.
() Lade Juan.
() Las dos igual.
() No lo se.
Explica por qué das esta respuesta:

item 7

Maria y Esteban juegan con una ruleta dividida en seis partes iguales. Maria gana un premio si la aguja que gira
cae en una parte pintada de color negro y Esteban gana si cae en una parte pintada de color blanco. Pinta en las
siguientes ruletas tantas partes negras y blancas, como consideres oportuno, para que ocurra:

(a) Maria gana seguro (b) Maria y Esteban tienen (c) Es imposible que Maria
igual probabilidad de ganar gane

item 8

En un juego se saca, sin mirar, una bola de una caja. Si ésta es de color negro Maria ganay si es de color blanco
Esteban gana. Dibuja y colorea en las siguientes cajas tantas bolas negras y blancas, como consideres oportuno,
para que:
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(a) Sea seguro que (b) Sea igual de probable (c) Sea imposible que
Maria gane que gane Maria o Maria gane
Esteban

CUESTIONARIO B

item 2

Elena y Juan preparan limonada. Elena mezcla 5 vasos de zumo de limén con 1 vaso de agua. Juan mezcla 5 vasos
de zumo de limén con 4 vasos de agua. Todos los vasos contienen la misma cantidad de liquido. Observa el dibujo.

Elena Juan

Zumo de limén Agua Zumo de limén Agua

88 © |§88 556
&8 B8 5

¢Cual de las dos limonadas sabe mas a limén?
() Lade Elena.
() La de Juan.
() Las dos igual.
() No lo sé.
Explica por qué das esta respuesta:
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item 4

Elena mezcla 3 vasos de zumo de limoén con 1 vaso de agua. Juan mezcla 6 vasos de zumo de limén con 2 vasos
de agua. Todos los vasos contienen la misma cantidad de liquido. Observa el dibujo.

Elena Juan

Zumo de limén Agua Zumo de limén Agua

888 © |§88 65
SIS

¢Cual de las dos limonadas sabe méas a limén?
() Lade Elena.
() La de Juan.
() Las dos igual.
() No lo sé.
Explica por qué das esta respuesta:

item 6

Elena mezcla 3 vasos de zumo de limén con 2 vasos de agua. Juan mezcla 4 vasos de zumo de limén con 3 vasos
de agua. Todos los vasos contienen la misma cantidad de liquido. Observa el dibujo.

Elena Juan

Zumo de limén Agua Zumo de limén Agua

B88 B8 E888 555

¢;Cual de las dos limonadas sabe méas a limén?
() Lade Elena.
() La de Juan.
() Las dos igual.
() No lo sé.
Explica por qué das esta respuesta:
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item 7

Maria y Esteban juegan con una ruleta dividida en seis partes iguales. Maria gana un premio si la aguja que gira
cae en una parte pintada de color negro y Esteban gana si cae en una parte pintada de color blanco. Pinta en las
siguientes ruletas tantas partes negras y blancas, como consideres oportuno, para que ocurra:

(d) Maria gana seguro (e) Maria y Esteban tienen (f) Es imposible que Maria
igual de ganar gane

item 8

En un juego se saca, sin mirar, una bola de una caja. Si ésta es de color negro Maria gana y si es de color blanco
Esteban gana. Dibuja y colorea en las siguientes cajas tantas bolas negras y blancas, como consideres oportuno,

para que:

(d) Sea seguro que (e) Sea igual de probable que | (f) Sea imposible que Maria
Maria gane gane Maria o Esteban gane
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