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Resumo

Neste artigo relata-se um estudo com estudantes, futuros professores dos primeiros anos escolares, sobre
acontecimentos disjuntos, a partir dos objetivos: 1) verificar se dois acontecimentos dados sé@o ou nao
disjuntos; 2) enunciar a definicdo de acontecimentos disjuntos; e 3) formular exemplos de
acontecimentos disjuntos. Participaram no estudo 37 estudantes do 2.° ano do curso de Licenciatura em
Educacéo Basica, que frequentavam uma universidade do norte de Portugal. Os dados usados no estudo
foram as respostas dadas pelos estudantes a uma tarefa com quatro itens, envolvendo a classificacéo,
definicdo e formulagdo de acontecimentos disjuntos. Em termos de resultados, a grande maioria dos
estudantes foi capaz de classificar os acontecimentos em disjuntos ou ndo disjuntos, mas tiveram muitas
dificuldades em justificar essas classificagdes, e mais de metade enunciaram a definicdo correta de
acontecimentos disjuntos e formularam exemplos de acontecimentos disjuntos, muitos deles com falhas
e erros.

Palavras-chave: Probabilidades, Acontecimentos disjuntos, Futuros professores, Primeiros anos
escolares.

Resumen

Este articulo relata un estudio con estudiantes, futuros maestros, sobre sucesos disjuntos, con base en los
objetivos: 1) verificar si dos sucesos dados son o no disjuntos; 2) enunciar la definicion de sucesos
disjuntos; y 3) formular ejemplos de sucesos disjuntos. Participaron en el estudio 37 estudiantes del 2.°
afio de la Licenciatura en Educacion Bésica, que frecuentaban una universidad del norte de Portugal. Los
datos utilizados en el estudio fueron las respuestas dadas por los estudiantes a una tarea de cuatro items,
que involucraba la clasificacion, definicion y formulacién de sucesos disjuntos. En cuanto a los
resultados, la gran mayoria de los estudiantes fue capaz de clasificar los sucesos en disjuntos o no
disjuntos, pero tuvieron grandes dificultades para justificar estas clasificaciones, y mas de la mitad dieron
la definicidon correcta de sucesos disjuntos y formularon ejemplos de sucesos disjuntos, muchos de ellos
con fallos y errores.
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Abstract

This article reports a study with students, prospective primary school teachers, on disjoint events, based
on the objectives: 1) check whether or not two given events are disjoint; 2) enunciate the definition of
disjoint events; and 3) formulate examples of disjoint events. The study involved 37 students in the 2nd
year of the Bachelor of Basic Education, who attended a university in the north of Portugal. The data
used in the study were the answers given by the students to a four-item task, which involved the
classification, definition, and formulation of disjoint events. Regarding the results, the great majority of
the students were able to classify the events as disjoint or not disjoint, but they had great difficulties in
justifying these classifications, and more than half gave the correct definition of disjoint events and
formulated examples of disjoint events, many of them with bugs and errors.

Keywords: Probability, Disjoint events, Prospective teachers, Primary school.
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1. INTRODUCAO

Nos ultimos tempos, Varios investigadores tém defendido o ensino dos temas de Probabilidades e
Estatistica nos primeiros anos escolares (Batanero, 2013; Borovcnik e Peard, 1996) e mesmo na educacéo
infantil (Alsina, 2021; Batanero et al., 2021; Nikiforidou e Pange, 2010). Este movimento tem-se
repercutido na introducéo destes temas nos mais variados documentos curriculares, sejam de tipo oficial
ou profissional, desde as primeiras idades (MEC, 2018; Ministério da Educagdo e Ciéncia, 2013;
Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 2014; National Council of Teachers of Mathematics, 2000).
Em Portugal, o dominio de contetdo Organizacdo e Tratamento de Dados, que inclui os temas de
Probabilidades e Estatistica, faz parte do programa da disciplina de matematica de todos os anos do
ensino basico, portanto, do 1.° ao 9.° ano de escolaridade (Ministério da Educacdo e Ciéncia, 2013).
Transitando para o ensino secundario, os alunos, cumprindo também o programa da disciplina de
matematica, terdo de estudar um tema de Probabilidades ou de Estatistica em cada um dos trés anos
escolares deste ciclo de estudos (Ministério da Educacéo e Ciéncia, 2014).

Face as mudancas curriculares, interessa averiguar se os professores em exercicio e os futuros professores
possuem uma formacdo que lhes permita desenvolver um ensino adequado dos novos conteudos
introduzidos, em particular nos primeiros anos escolares. Investigacfes anteriores tém demonstrado que
os futuros professores dos primeiros anos revelam dificuldades nos temas de Probabilidades e Estatistica,
designadamente em definir acontecimentos disjuntos ou incompativeis, complementares e independentes
(Fernandes e Barros, 2021), em calcular probabilidades de acontecimentos envolvendo conetivos légicos
(Fernandes, 2018) e em selecionar e aplicar ferramenta estatisticas na construcéo e leitura e interpretacéo
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de tabelas, graficos e medidas estatisticas (Fernandes, 2021; Fernandes e Freitas, 2019).

No presente artigo estuda-se o desempenho de futuros professores dos primeiros anos escolares com foco
nos acontecimentos disjuntos (ou incompativeis ou mutuamente exclusivos), a partir dos trés objetivos
seguintes: 1) verificar se dois acontecimentos dados sé&o ou ndo disjuntos; 2) enunciar a definicdo de
acontecimentos disjuntos; e 3) formular exemplos de acontecimentos disjuntos. Por comparagdo com o
estudo de Fernandes e Barros (2021), em que era pedido aos futuros professores dos primeiros anos que
formulassem dois acontecimentos disjuntos, na experiéncia aleatéria de lancamento de um dado duas
vezes consecutivas, o presente estudo amplia aquele estudo ao considerar-se a definicdo de
acontecimentos disjuntos e a classificacdo de acontecimentos em disjuntos ou néo disjuntos.

Apos a apresentacdo e justificacdo do estudo, antes descritos, na proxima sec¢do desenvolve-se o
enguadramento teorico, sintetizando-se e discutindo-se investigacdes prévias acerca de diferentes tipos
de acontecimentos, e segue-se a seccdo de metodologia, onde se caracteriza o estudo realizado, 0s
participantes e os métodos de recolha e analise de dados. Na sec¢do seguinte apresentam-se os resultados
do estudo a partir dos objetivos estabelecidos e na ultima sec¢do, de conclusdo e discussdo, apresentam-

se as principais conclusdes do estudo, confrontando-as com a literatura revista.
2. ENQUADRAMENTO TEORICO

Na realizagdo de uma experiéncia aleatoria pode concretizar-se cada um dos seus resultados, sendo o
conjunto de todos os resultados designado por espago ou universo de resultados. Ora, nesse espaco de
resultados podemos considerar qualquer um dos seus subconjuntos, o qual estabelece um acontecimento
numa definicdo conjuntista.

Os acontecimentos probabilisticos podem ser classificados em diferentes tipologias, designadamente:
acontecimentos certos, possiveis (mas ndo certos) e impossiveis; acontecimentos disjuntos ou
incompativeis ou mutuamente exclusivos; acontecimentos complementares e acontecimentos
independentes. O estudo dos acontecimentos certos, possiveis (mas nao certos) e impossiveis, nos
variados paises, é introduzido no inicio do estudo das Probabilidades, seguindo-se o estudo dos
acontecimentos disjuntos e complementares no 9.° ano, no caso portugués (Ministério da Educacéo e
Ciéncia, 2013), e o0 estudo dos acontecimentos independentes no 12.° ano, no caso portugués (Ministério
da Educacéo e Ciéncia, 2014).

Muitas investigacdes tém sido realizadas envolvendo acontecimentos certos, possiveis (mas ndo certos)
e impossiveis, seja envolvendo a classificacdo, seja a formulacdo de acontecimentos desses tipos. Por
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exemplo, Fischbein et al. (1991), num estudo com alunos dos anos escolares compreendidos entre 0 4.°
e 0 8.2 ano (inclusive), verificaram que os alunos classificaram e formularam corretamente
acontecimentos certos, possiveis e impossiveis nas experiéncias de lancamento de um dado e de girar
uma roleta dividida em 90 partes iguais, tendo-se revelado mais dificeis os acontecimentos certos e a
formulacdo de acontecimentos comparativamente com a classificacdo. Nesse estudo verificou-se, ainda,
uma pequena melhoria das respostas com a idade em todos os itens e com o estudo prévio de
probabilidades na maioria dos itens.

Analogamente, no estudo de Fernandes (2000) verificou-se que a grande maioria dos alunos do 8.°e 11.°
ano, que participaram no estudo, classificaram corretamente acontecimentos certos, possiveis e
impossiveis nas experiéncias de lancamento de um dado e de extragdo de bolas de um saco, tendo-se
mostrado mais dificeis 0s acontecimentos certos e/ou que envolviam conetivos l6gicos. Neste estudo
constatou-se, ainda, um aumento sistematico da percentagem de respostas corretas com o ano escolar e
com o desempenho em matematica. Num estudo posterior, as dificuldades com a introducéo de conetivos
I6gicos agravaram-se quando foi pedido a futuros professores dos primeiros anos para determinar
probabilidades de acontecimentos envolvendo os conetivos e e ou (Fernandes, 2018), tendo-se obtido
percentagens de respostas corretas de 43,5% e 17,4%, respetivamente.

Também no estudo de Fernandes e Barros (2005), em que participaram futuros professores dos primeiros
anos, se mostrou que os estudantes revelaram um elevado desempenho na classificacdo e formulacédo de
acontecimentos certos, possiveis e impossiveis, variando a percentagem de respostas corretas entre 78%
e 97%. Tal como nos estudos anteriores, os estudantes tiveram dificuldades um pouco superiores na
formulacgdo do que na classificagéo de acontecimentos e na classificagdo de acontecimentos certos em
relagdo a outros tipos de acontecimentos.

Voltando de novo ao estudo de Fernandes (2000), demonstrou-se que as dificuldades de alunos do 9.°
ano, que ainda ndo tinham estudado probabilidades na escola, aumentaram muito quando foram
questionados para distinguirem acontecimentos quase certos (com probabilidade proxima de 1) de
acontecimentos certos e acontecimentos quase impossiveis (com probabilidade préxima de 0) de
acontecimentos impossiveis. Nestes questionamentos, muitos alunos consideraram 0s acontecimentos
quase certos como sendo certos e 0S acontecimentos quase impossiveis como sendo impossiveis.
Dificuldades analogas foram também observadas por Green (1982) em alunos de idades compreendidas
entre os 11 e 16 anos.

Posteriormente, Fernandes, Gea e Correia (2016) realizaram um estudo, com professores dos primeiros

4


https://doi.org/10.29035/redes.1.1.1

Fernandes, J.A. (2022). Classificacdo, definicdo e formulacdo de acontecimentos disjuntos por futuros professores dos
primeiros anos escolares. Revista de Educacion Estadistica, 1(1), 1-18. https://doi.org/10.29035/redes.1.1.1

anos, acerca da definicdo de acontecimentos certos no processo de extragdo de berlindes de um saco,
contendo berlindes vermelhos, verdes e brancos. Especificamente, questionavam-se os estudantes sobre
0 namero de berlindes que era necessario retirar do saco para garantir, com certeza, a obtencao de pelo
menos um berlinde de uma cor, de dois berlindes de duas cores ou de um berlinde de cada cor. Em termos
de resultados, constatou-se que o0s estudantes tiveram muitas dificuldades, que aumentaram
sistematicamente da garantia de extrair pelo menos um berlinde de uma cor para a garantia de extrair
pelo menos dois berlindes de duas cores e desta para a garantia de extrair pelo menos um berlinde de
cada cor. No caso da garantia de extrair pelo menos um berlinde de cada uma das trés cores, os futuros
professores do estudo de Fernandes e Barros (2005) sentiram dificuldades semelhantes, os futuros
professores do estudo de Ortiz e Mohamend (2014) tiveram um desempenho um pouco melhor, talvez
por serem futuros professores do ensino secundario, e 0s alunos do 5. ao 7.° ano (10-13 anos), do estudo
de Fischbein e Gazit (1984), tiveram mais dificuldades ainda.

Na tipologia de acontecimentos disjuntos ou incompativeis e complementares a investigacdo € mais
escassa, sendo mais frequentes os estudos sobre probabilidade condicional e independéncia.

Segundo Oliveira (1990), a definicdo formal de probabilidade firma-se nos trés axiomas seguintes: 1)
P(A) = 0, sendo A um acontecimento qualquer; 2) P(U) =1, sendo U o espac¢o de resultados; e 3)
P(AU B) = P(A) + P(B), sendo A e B acontecimentos disjuntos. Constata-se, assim, que no axioma 3)
intervém a nogdo de acontecimentos disjuntos e nos axiomas 2) e 3) estd subjacente a nocdo de
acontecimentos complementares, quando A U B = U. Conclui-se, portanto, que a definicdo axiomatica
de probabilidade implica as no¢Ges de acontecimentos disjuntos e complementares.

A propdsito da definicdo de acontecimentos disjuntos ou incompativeis e independentes, Martins (2017)
chama a atencéo para o facto de que dois acontecimentos ndo podem ser disjuntos e independentes, a ndo
ser que um deles seja impossivel, e da frequente confusdo entre os conceitos de acontecimentos
independentes e incompativeis. Neste ultimo caso, deve ter-se em atencdo que estes conceitos exprimem
relacdes diferentes: a incompatibilidade de acontecimentos € uma propriedade intrinseca dos
acontecimentos, ndo sendo necessario definir qualquer probabilidade, e a independéncia de
acontecimentos esta dependente do modelo de probabilidade definido no espaco de resultados onde estdo
definidos os acontecimentos.

No estudo de Fernandes e Barros (2021), em que participaram futuros professores dos primeiros anos,
estiveram implicados acontecimentos disjuntos, complementares e independentes. Mais concretamente,

foi pedido aos estudantes para darem pares de exemplos de acontecimentos disjuntos, complementares e
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independentes na experiéncia aleatdria de langamento de um dado duas vezes consecutivas. Em termos
de resultados, verificou-se que o0s estudantes sentiram muitas dificuldades em formular os
acontecimentos, obtendo-se a percentagem de respostas corretas de 42% nos acontecimentos disjuntos
mas ndo complementares, 13% nos acontecimentos complementares e 23% nos acontecimentos
independentes. Tal com neste estudo, Fernandes (2018) constatou também que futuros professores dos
primeiros anos consideraram como sendo incompativeis acontecimentos ndo disjuntos.

Também Munisamy e Doraisamy (1998), num estudo com alunos malaios do 4.° e do 6.° ano do ensino
secundario (12-15 anos), verificaram que se revelaram mais dificeis para os alunos os conceitos de
frequéncia relativa, acontecimento complementar, acontecimentos compostos, lei aditiva de
probabilidades e probabilidade condicionada. O autor observou, ainda, que a lei de multiplicagéo de
probabilidades foi particularmente dificil para os alunos.

Num estudo mais recente, Fernandes e Junior (in press) propuseram uma tarefa a futuros professores dos
primeiros anos, com quatro itens, envolvendo relagdes entre acontecimentos disjuntos e complementares.
Nesses itens, questionavam-se os estudantes sobre a verdade ou falsidade das relacbes e as
correspondentes justificagfes. Quanto & verdade/falsidade das relagdes, obteve-se, em media, 53% de
respostas corretas por item, o que pode considerar-se um desempenho razoavel. J& em termos das
justificacdes, o desempenho piorou, sendo que por item, em média, 43% dos estudantes apresentaram
justificacdes irrelevantes ou ndo apresentaram qualquer justificacdo. Dessa percentagem, 21% estdo
associadas a resposta corretas, 0 que agrava consideravelmente o desempenho dos estudantes. Além
disso, muitas das restantes justificacGes apresentam limitacdes quer em relacéo as definicdes e relacdes
dos acontecimentos, quer em relacéo a prova baseada num exemplo ou em diagrama(s) de Venn.

Tendo em vista promover a aprendizagem dos conceitos de acontecimentos disjuntos e complementares,
Ramirez-Montes e Henriques (2018) conduziram uma intervencdo de ensino exploratorio (Canavarro,
2011) numa turma de alunos do 10.° ano, da Costa Rica, recorrendo a simula¢do no GeoGebra. Nessas
simulacdes determinavam-se valores de P(A), P(4), P(B), P(B), P(AN B) e P(A U B), estudando-se,
de seguida, a relacdo P(A U B) = P(A) + P(B), que permite identificar acontecimentos disjuntos, e a
relacdo P(A) + P(A) = 1, que permite identificar acontecimentos complementares. Na realizacdo da
tarefa exploratoria, os estudantes devem interpreta-la para assegurar a sua correta compreensao, explora-
la individualmente, em pares ou pequenos grupos, discutir os resultados obtidos numa vertente
argumentativa e participar no estabelecimento de sinteses de formalizagdo e validacéo institucional. Do

estudo, os autores concluiram que a tarefa exploratoria permitiu aos alunos aprenderem aqueles
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conceitos, embora alguns deles ainda sentissem algumas dificuldades nos acontecimentos
complementares, e advogam que o “estudo pode fornecer, assim, um referencial para professores

trabalharem os conceitos de acontecimentos disjuntos ¢ complementares” (p. 791).

3. METODOLOGIA

Neste estudo pretende-se investigar o conhecimento de estudantes, futuros professores dos primeiros
anos escolares, sobre acontecimentos disjuntos ou incompativeis segundo os trés objetivos: 1) verificar
se dois acontecimentos dados sdo ou nao disjuntos; 2) enunciar a defini¢do de acontecimentos disjuntos;
e 3) formular exemplos de acontecimentos disjuntos. Esta abordagem ao conceito de acontecimentos
disjuntos, a partir dos trés objetivos, incluindo a exploracdo de exemplos e a defini¢cdo do conceito, tem
a vantagem de permitir estudar em maior abrangéncia a compreensdo do conceito pelos estudantes
(Skemp, 1993).

Participaram no estudo 37 estudantes do 2.° ano do curso de Licenciatura em Educacdo Basica, de uma
universidade do norte de Portugal. Os estudantes, a entrada na universidade, tinham uma formacéo
matematica variada obtida no ensino secundario em cursos profissionais, em cursos humanisticos ou em
cursos cientifico-tecnoldgicos.

Os dados do estudo resultaram da aplicacdo de um questionario com varias tarefas sobre diferentes tipos
de acontecimentos, das quais tratamos aqui aquela que diz respeito a acontecimentos disjuntos ou

incompativeis, e que se mostra na Figura 1.

Figural

Tarefa proposta aos estudantes

1. Em cada alinea seguinte, verificar se os acontecimentos A e B sdo ou ndo disjuntos (ou
incompativeis), sendo:

a) A: “obter um numero inferior a 3” ¢ B: “obter um nimero superior a 3”, na experiéncia
aleatdria de langcamento de um dado numerado de 1 a 6.

b) A: “obter pelos menos uma face cara” e B: “obter duas faces cara”, na experiéncia aleatdria
de langcamento de duas moedas ao ar.

2. Relativamente a uma experiéncia aleatoria,
a) Defina quando é que dois acontecimentos A e B sdo disjuntos.

b) Defina dois acontecimentos A e B, diferentes dos que foram definidos na questéo 1, que sejam
disjuntos.

Na tarefa proposta incluem-se duas questdes, num total de quatro itens. Em cada um dos itens 1a) e 1b)
7
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é definido um par de acontecimentos relativo a experiéncia aleatéria de lancamento de um dado e de
lancamento de duas moedas, respetivamente, e questionam-se 0s estudantes sobre se 0s acontecimentos
sd0 ou ndo disjuntos. Em termos de resposta, espera-se que os estudantes verifiquem que o0s
acontecimentos sdo disjuntos em 1a) e ndo disjuntos em 1b). No item 2a) é pedido aos estudantes que
enunciem a defini¢cdo de acontecimentos disjuntos, esperando-se que estabelecam a relacgéto AN B = @
ou P(A n B) = 0 ou um enunciado equivalente em linguagem corrente. Por fim, no item 2b), tratando-
se de um item de resposta aberta, espera-se que os estudantes formulem dois acontecimentos disjuntos
de uma experiéncia aleatoria, distintos dos que foram indicados nos itens 1a) e 1b).

No momento da aplicacdo do questionario os estudantes tinham frequentado, no ensino superior, a
unidade curricular de Probabilidades e Estatistica, e assegurou-se 0 anonimato dos estudantes, a restricao
das pessoas com acesso aos dados e a salvaguarda da confidencialidade dos participantes em qualquer
publicacdo com dados do estudo.

Finalmente, em relacdo ao tratamento e analise de dados, estudaram-se as respostas dadas pelos
estudantes relativamente aos tipos de acontecimentos (disjuntos e ndo disjuntos) e as justificacdes dessas
respostas. Em ambos os casos, determinaram-se frequéncias dos tipos de resposta e das justificagdes das
respostas, tendo-se recorrido a tabelas para resumir essa informacéo. Adicionalmente, para aprofundar a
compreensdo do processo de andlise, particularmente as inferéncias realizadas, apresentam-se, ainda,
alguns exemplos de respostas dos estudantes, identificados pela letra E (abreviatura de estudante) seguida
do numero que lhe foi atribuido (de 1 a 37).

4. APRESENTACAO DE RESULTADOS

Nesta secc¢do apresentam-se os resultados do estudo, organizados nas subseccdes seguintes: verificar se
acontecimentos sdo ou ndo disjuntos, definir acontecimentos disjuntos e formular acontecimentos

disjuntos.
4.1. Verificar se acontecimentos sdo ou ndo disjuntos

Nos dois itens da questdo 1, esperava-se que 0s estudantes classificassem como sendo disjuntos os
acontecimentos do item 1a) e ndo disjuntos os acontecimentos do item 1b). Seguidamente, analisam-se
as respostas dadas pelos estudantes a cada um desses itens.

Item 1a). Neste item verificou-se que 32 (86%) estudantes responderam que 0s acontecimentos Sao
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disjuntos, que é a resposta correta, 4 (11%) responderam que ndo séo disjuntos e 1 (3%) ndo respondeu.
Perante estes resultados, conclui-se que uma elevada percentagem de estudantes identificou corretamente
que os acontecimentos sao disjuntos.

De seguida, tendo em vista aprofundar a compreensdo dos estudantes, analisam-se as justificacbes por
eles indicadas para fundamentarem as suas respostas. Na Tabela 1 apresentam-se as frequéncias (em %)

dos tipos de justificacdo apresentados pelos estudantes, segundo os tipos de acontecimentos.

Tabela 1

Frequéncias (em %) dos tipos de justificacdo no item 1a)
Acontecimentos

Justificagao Disjuntos N&o disjuntos Total
Correta e completa 5(13) — 5(13)
Incompleta e/ou com erros 19 (51) 3(8) 22 (59)
Sem justificacdo 8 (22) 13 9 (25)

Nota. As percentagens foram calculadas considerando a totalidade dos participantes, que é 37.

Da Tabela 1 salienta-se que cerca de metade dos estudantes apresentaram justificages incompletas e/ou
com erros, segue-se a percentagem daqueles que nao apresentaram qualquer justificacdo e, por fim, em
menor percentagem encontram-se 0s que apresentaram justificacdes corretas e completas.

Nas justificagdes corretas e completas, os estudantes comecaram por definir, em extensdo, 0s
acontecimentos A e B e, de seguida, verificaram que A N B = @. Na Figura 2 apresenta-se um exemplo

deste tipo de justificacao.

Figura 2

Justificacdo apresentada pelo estudante E»3 no item 1a)
A = % ’1) ‘Q}
B =§4,56

ANB = 4,2} n §4,5¢t < ¢
L2 cCorvepmanter AXE CL"/%{W“?@’*"

O estudante E»3 definiu cada um dos acontecimentos A e B e determinou a sua intercecdo, obtendo o

conjunto vazio. Deste modo, ele conclui corretamente que os acontecimentos séo disjuntos.
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J& as justificagdes incompletas e/ou com erros foram muito diversas, salientando-se decisdes tomadas
com base em probabilidades e a confusdo entre acontecimentos e probabilidades. Além disso, poucos
estudantes definiram, em extensdo, apenas os acontecimentos A e B, afirmaram que A # B,
argumentaram que 3 nao pertence a A nem a B, parecendo confundir acontecimentos disjuntos com
acontecimentos complementares, e cometeram erros na definicdo dos acontecimentos implicados na
definicdo de acontecimentos disjuntos. A seguir, na Figura 3, apresenta-se um exemplo deste tipo de
justificagéo.

Figura 3
Justificacdo apresentada pelo estudante Ezs no item 1a)

Scc dn JAACRDD

P(/Q.-_% P\@):% p( Ang)=q{g§

A justificacdo do estudante Ess envolve a determinacéo das probabilidades P(A), P(B) e P(A N B). Os
valores de P(A) e P(B) sdo corretos, mas ndo se percebe como obteve P(A N B) e define essa
probabilidade por um conjunto (de tipo 2, ou seja, um conjunto de conjuntos), parecendo confundir
probabilidades com acontecimentos. Trata-se, portanto, de uma justificagdo incompleta ao ndo explicitar
a determinacdo de P(A N B) e com o erro de ndo atribuir a esta probabilidade um valor do intervalo
[0, 1].

Embora se tenha salientado antes que muitos estudantes identificaram, corretamente, os acontecimentos
como sendo disjuntos, constata-se, agora, que grande parte dessas respostas foi acompanhada de
justificacdes incompletas e/ou com erros, ou ndo apresentaram mesmo qualquer justificacdo. Portanto,
este tipo de justificacdo ou a auséncia de justificagdo questiona a real compreensédo dos estudantes acerca
do conceito de acontecimentos disjuntos. Embora se possa admitir que os estudantes tém uma
compreensdo um tanto vaga do conceito, pode afirmar-se que eles tiveram dificuldades em expressar
verbalmente o seu entendimento.

Item 1Db). Neste item constatou-se que 26 (70%) estudantes responderam que 0s acontecimentos nao sao
disjuntos, que é a resposta correta, 9 (24%) responderam que sdo disjuntos e 2 (6%) ndo responderam.
Tal como no item anterior, conclui-se que uma elevada percentagem de estudantes identificou
corretamente que 0s acontecimentos ndo sao disjuntos.

Na continuacdo, para aprofundar a compreensdo dos estudantes, analisam-se as justificacdes por eles
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referidas para explicarem as suas respostas. Na Tabela 2 apresentam-se as frequéncias (em %) dos tipos

de justificacdo apresentados pelos estudantes, segundo os tipos de acontecimentos.

Tabela 2

Frequéncias (em %) dos tipos de justificacdo no item 1b)
Acontecimentos

Justificacdo - ERTIY Total
Disjuntos Né&o disjuntos
Correta e completa — 7 (19) 7 (19)
Incompleta e/ou com erros 8 (22) 15 (40) 23 (62)
Sem justificacdo 1(3) 4 (11) 5(14)

Nota. As percentagens foram calculadas considerando a totalidade dos participantes, que é 37.

Pela Tabela 2 verifica-se que as justificacdes incompletas e/ou com erros continuam a ser largamente
maioritarias, como aconteceu no item anterior, seguindo-se as justificacfes corretas e as respostas sem
qualquer justificacao.

Nas justificacBes corretas e completas, alguns estudantes definiram, em extensao, os acontecimentos A
e B, enquanto outros observaram que o resultado (cara, cara) pertence tanto a A como a B, verificando
em ambos os casos que A N B # @ e concluindo que os acontecimentos ndo séo disjuntos. Na Figura 4

apresenta-se um exemplo do segundo caso.

Figura 4

Justificacao apresentada pelo estudante E11 no item 1b)

0o C‘QQYIL& wunjfo’) ﬂzau uQA wm}j) lx.»(th Qo #\sz,m nweileon
/Q,"yruﬁwuaqu} . @R oo du‘@’? (/\0@9 o |, No Mo W

él.,ey S eoo,

O estudante E11, ao reconhecer que o resultado (cara, cara) tem pelo menos uma cara, implicitamente
admite que o resultado (cara, cara) é comum aos dois acontecimentos, concluindo corretamente que 0s
acontecimentos ndo sdo disjuntos.

Tal como no item anterior, também neste item as justificacdes incompletas e/ou com erros foram
largamente maioritarias e diversificadas, salientando-se aquelas que resultam da determinagdo de
probabilidades, em que se confundem acontecimentos e probabilidades e em que se definem

incorretamente os acontecimentos. Na Figura 5 apresenta-se um exemplo deste tipo de justificacéo.
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Figura 5

Justificacdo apresentada pelo estudante Es no item 1b)
A A @uq, @RG
B-Z {b(m QORA

>
|y
:‘\F\)
.2

|
>

R D &0 c\\%u@o;

O estudante Es descreve o espaco de resultados através de uma tabela de dupla entrada, determina as
probabilidades dos acontecimentos, que confunde com os préprios acontecimentos, e conclui, sem se
saber como, que 0s acontecimentos ndo sao disjuntos.

Seja na classificacdo correta como incorreta dos acontecimentos, muitos estudantes (43%) definiram o
espacgo de resultados recorrendo, muitas vezes, a uma tabela de dupla entrada ou, poucas vezes, a um
diagrama de arvore.

Em resumo, no objetivo “verificar se dois acontecimentos dados sd3o ou ndo disjuntos”, itens 1a) e 1b),
constatou-se que os estudantes foram bastante sucedidos em classificar acontecimentos dados em

disjuntos ou ndo disjuntos, mas revelaram muitas dificuldades em justificar essas respostas.
4.2. Definir acontecimentos disjuntos

No item 2a), da questéo 2, pede-se aos estudantes para definirem o que sdo acontecimentos disjuntos (ou

incompativeis), tendo-se obtido os resultados que constam da Tabela 3.

Tabela 3

Frequéncias (em %) dos tipos de defini¢cdo no item 2a)

Definicao Frequéncia (em %)
Correta e completa 22 (59)
Incompleta e/ou com erros 7 (19)
Totalmente incorreta 8 (22)

Nota. As percentagens foram calculadas considerando a totalidade dos participantes, que é 37.

Pela Tabela 3 verifica-se que mais de metade dos estudantes apresentaram definicdes corretas e
completas, seguindo-se, quase em igual nimero, aqueles que apresentaram definicdes incompletas e/ou

12
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com erros e totalmente incorretas, cada uma destas Gltimas em nimero consideravelmente inferior.
As definicdes corretas e completas consistiram em afirmar a relagdo AN B = @ e/ou P(ANB) =0,

eventualmente enunciadas através de um registo verbal, como se exemplifica na Figura 6.

Figura 6

Defini¢@o apresentada pelo estudante E2 no item 2a)
MNois A corYeCinmem-en Nok NS )\x\\\t)ﬁ Q\XQ‘T\Q\& (@)
e vse g(xb da A cern B oo N B N e 2 X
oL. M\, O\\}\(\Y'(\k‘ o C‘C}Q((& d o

\ ®

2Lrremn -2 Lermuoam
Q@T\BK\(YW te vorve-.

O estudante E» apresenta a definicdo de acontecimentos disjuntos recorrendo a linguagem corrente e
foca-se na relacdo A N B = @, ou seja, que o acontecimento interse¢do € impossivel, sem utilizar a
notacdo simbdlica.

As definigOes incompletas e/ou com erros resultaram, quase sempre, da confusdo entre acontecimento
impossivel e probabilidade zero, o que se traduziu em afirmar que A N B = 0 (zero) e/ou P(ANB) = @
Na Figura 7 apresenta-se um exemplo deste tipo de justificacao.

Figura7
Definicéo apresentada pelo estudante E2g no item 2a)

R D,t:t/v ocen o Conneen A 3

%/}A r\.&a.w lm ‘-*WV\—\')‘QVV\LV\'U;)

Adc  dus X‘M’\Vv3 e, P (An P>) 7 S A«/Xm quonde o ’
o, as

i lerac o eve G © OcenlBaimmae o A 0 o

T © aCev\s (:A’,MVQ}Q A
L Aqual o O[?" ¥ /

Na definicdo que apresenta, o estudante E»g enuncia duas relagcdes, uma em termos de probabilidades e
outra em termos de acontecimentos, mas considera, erradamente, na probabilidade o conjunto @ e no
acontecimento intersecédo o valor 0 (zero).

Por fim, nas defini¢bes totalmente incorretas, os estudantes apresentaram enunciados sem qualquer
relagdo com a conceito de acontecimentos disjuntos ou afirmaram mesmo a definicdo contréaria. A
definicdo contréaria foi referida pela maioria (5) desses estudantes, tendo o estudante E1z afirmado que

“A e B sdo disjuntos quando a sua interse¢ao nao ¢ o vazio”.
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Em sintese, no objetivo “enunciar a definicdo de acontecimentos disjuntos”, item 2a), mais de metade
dos estudantes foram capazes de apresentar a definicdo de acontecimentos disjuntos, o que representa
um grande aumento quando comparado com a frequéncia de estudantes que expressaram justificacdes

corretas e completas na classificagdo de acontecimentos.
4.3. Formular acontecimentos disjuntos

Por fim, no item 2b) pede-se aos estudantes para definirem dois acontecimentos disjuntos diferentes
daqueles que tinham sido dados antes, nos itens 1a) e 1b). A partir da analise das respostas, verificou-se
que 25 (68%) estudantes apresentaram acontecimentos disjuntos, 10 (27%) apresentaram acontecimentos
néo disjuntos e 2 (5%) néo responderam.

Apesar de cerca de dois estudantes em cada trés indicarem acontecimentos disjuntos, uma analise
detalhada subsequente revelou falhas em muitas dessas respostas, como se verifica na Tabela 4, onde se
apresentam as frequéncias (em %) dos tipos de resposta avancados pelos estudantes segundo o tipo de

acontecimentos.

Tabela 4

Frequéncias (em %) dos tipos de resposta no item 2b)
Acontecimentos

Resposta — ST Total
Disjuntos Né&o disjuntos
Correta e completa 12 (35) - 12 (35)
Incompleta e/ou com erros 13 (32) 8 (22) 21 (54)
Incompreensivel — 2 (5) 2 (5)

Nota. As percentagens foram calculadas considerando a totalidade dos participantes, que é 37.

Cerca de um estudante em cada trés apresentou uma resposta correta e completa, na qual € enunciada a
experiéncia aleatdria implicada e sdo definidos os dois acontecimentos disjuntos. Na Figura 8 ¢

apresentado um exemplo deste tipo de resposta.

Figura 8

Resposta apresentada pelo estudante Eg no item 2b)

Az obke 2{aw> cana % no Gncemerds de 2 ’
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O estudante Eg refere os dois acontecimentos disjuntos da experiéncia aleatoria de langamento de duas
moedas ao ar, sem verificar que esses acontecimentos sao realmente disjuntos. A verificacdo de que os
acontecimentos indicados sédo disjuntos foi efetuada por dois estudantes apenas. Diferentemente dos itens
1a) e 1b), em que se pede para verificar se 0s acontecimentos indicados sdo ou néo disjuntos, talvez a
maior percentagem de respostas corretas e completas neste item se deva a ndo exigéncia dessa
verificacéo.

Na globalidade dos acontecimentos disjuntos e ndo disjuntos, constata-se que mais de metade dos
estudantes apresentaram respostas incompletas e/ou com erros. Neste tipo de resposta, além de outras
falhas, realca-se que a maior parte destes estudantes (17) ndo referiram a experiéncia aleatdria relativa
aos acontecimentos. Dos estudantes que referiram a experiéncia aleatoria, destacam-se as experiéncias
aleatdrias de lancamento um dado (7 estudantes), extracdo de um objeto de um saco (4 estudantes),
extracao de dois objetos de um saco (2 estudantes), seguindo-se com apenas um estudante, o langamento
de uma moeda, girar uma roleta, o lancamento de duas moedas e a extracao de trés bolas de um saco.
Em resumo, tendo em conta as justificagbes, no objetivo “formular exemplos de acontecimentos
disjuntos”, item 2b), verificou-se que os estudantes foram mais sucedidos do que em “verificar se dois
acontecimentos dados sdo ou ndo disjuntos” e menos sucedidos do que em “definir acontecimentos

disjuntos”.
5. CONCLUSAO E DISCUSSAO

Na classificagdo de acontecimentos em disjuntos ou ndo disjuntos, itens 1a) e 1b), verificou-se que a
volta de trés em cada quatro estudantes classificaram corretamente os acontecimentos dados em disjuntos
ou ndo disjuntos, o que pode ser considerado um bom desempenho. O melhor desempenho no item 1a),
relativamente ao item 1b), pode dever-se ao facto de estar envolvida uma experiéncia aleatoria simples
(lancamento de um dado), enquanto no item 1b) esta envolvida uma experiéncia aleatoria composta
(lancamento de duas moedas), pois a literatura mostra que os estudantes revelam muitas mais
dificuldades nos acontecimentos de experiéncias compostas do que nos acontecimentos de experiéncias
simples (Fernandes, 2000; Fernandes et al., 2016; Munisamy e Doraisamy, 1998).

Apesar do bom desempenho dos estudantes na identificacéo do tipo de acontecimentos, disjuntos ou ndo
disjuntos, raramente eles apresentaram justificacdes corretas e completas em qualquer dos dois itens, 1a)
e 1b), e a grande parte apresentou justificacdes incompletas e/ou com erros ou ndo apresentaram qualquer
justificacdo.
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Na definicdo de acontecimentos disjuntos, mais de metade dos estudantes apresentaram defini¢des
corretas e completas. Foi neste objetivo, item 2a), que os estudantes tiveram um melhor desempenho.
Contudo, pode questionar-se se eles apenas memorizam as definicBes, sem as compreendem
verdadeiramente, pois tiveram dificuldade em aplicar essas definicdes aos restantes itens do estudo e,
assim, apresentarem justificagdes corretas e completas.

Por ultimo, na formulagdo de acontecimentos disjuntos constatou-se que mais de metade dos estudantes
definiram acontecimento disjuntos, embora com algumas falhas, sobretudo ao ndo mencionarem a
experiéncia aleatoria subjacente aos acontecimentos. Retirando essas respostas com falhas, reduziu-se a
cerca de metade a percentagem de respostas corretas e completas. No estudo de Fernandes e Barros
(2021), em que também foi pedido a estudantes, futuros professores dos primeiros anos, que formulassem
acontecimentos disjuntos, obteve-se um desempenho um pouco superior. Esta discrepancia pode ter
resultado de se ter referido a experiéncia aleatoria na qual se devia formular os acontecimentos disjuntos,
0 que ndo aconteceu no presente estudo, no qual se esperava que 0s estudantes definissem 0s
acontecimentos e a respetiva experiéncia aleatoria.

Ao longo das trés dimensbes do estudo, correspondentes a cada um dos objetivos, existe uma
percentagem elevada de justificacBes incompletas e/ou com erros, com mais de metade na classificagdo
de acontecimentos em disjuntos ou ndo disjuntos e na formulagdo de acontecimentos disjuntos, e menos
na defini¢do de acontecimentos disjuntos. Adicionalmente, uma percentagem consideravel de estudantes
nédo justificou as suas escolhas na classificacdo de acontecimentos em disjuntos ou ndo disjuntos e
apresentaram respostas totalmente incorretas na definicdo de acontecimentos disjuntos.

No caso das falhas e erros, salienta-se nas varias dimensfes do estudo o uso inapropriado de
probabilidades para classificar e definir acontecimentos disjuntos, a confuséo entre acontecimentos e
probabilidades e a ndo especificacdo da experiéncia aleatdria implicada na formulagcéo de acontecimentos
disjuntos. Todas estas dificuldades parecem resultar de um substrato teérico débil e pouco integrado
(Ausubel et al., 1980; Skemp, 1993), o qual deve ser aprofundado para que os futuros professores possam
vir a desenvolver um ensino adequado.

A exploracédo de tarefas semelhantes a que foi aqui estudada poderé contribuir para que os estudantes
possam ultrapassar as dificuldades evidenciadas neste estudo, pois a distingdo entre acontecimentos
disjuntos e ndo disjuntos e a formulacao de exemplos desses tipos de acontecimentos, acompanhada da
verificacdo dos respetivos atributos, permitira, certamente, aprofundar a compreenséo dos estudantes.

Ainda para obviar as limitagdes observadas dos estudantes, parece promissor a implementacao de um
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ensino exploratério e com recurso a simulacdo, tal como Ramirez-Montes e Henriques (2018)
experimentaram. Uma vez que nesse ensino se valoriza a interpretacdo, a exploracdo, a discussao e a
sintese, ele promove, portanto, a compreensao e a explicacdo acerca dos objetos matematicos e das suas

relagdes.
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